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Em algum lugar de Diisseldorf
dois homens cansados sentam em
um bar na beira da estrada. Fred
penteia sua barba com os dedos e
diz, "Me diga sobre as leis da fisica,
Arthur". Arthur olha para baixo
por um instante, entdo olha para
Frederico. "Okay, Fred, mas s6 os
principios.”
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1 Prefacio

Na frente da academia de Platdo havia a seguinte frase "Ndo entre quem ndo
souber geometria"”. Meu objetivo com essas notas é que se no lugar dessa candnica
frase estivesse escrito "Nao entre quem ndo souber os principios da matemdtica ". Por
muito tempo, eu ndo fui bem-vindo nessa hipotética nova academia de Platdo.
Antes de entrar na universidade quando terminei o ensino médio, fui até um dos
meus professores de fisica do colégio e perguntei "Professor, em breve vou comegar
0 curso fisica, o que eu deveria estudar antes do curso comegar pra que eu chegue mais
preparado?", a resposta foi que eu deveria estudar tudo esta escrito nessas notas,
os fundamentos da fisica, fungdes, trigonometria, ntimeros complexos e adiantar
no possivel os contetidos de célculo diferencial e integral. Nunca percebi o quao
analfabeto em matematica eu era até iniciar meus estudos nesses contetidos, acho
que era proximo ao Natal de 2019. Tive que aprender da forma mais dificil o
caminho, a trilha de tijolos amarelos para conseguir ser aceito em nossa hipotética
academia de Platdo. O objetivo dessas notas é que assim como eu, vocé faga o
caminho das pedras, porém o que estou lhe dando aqui é uma lanterna ao longo
deste caminho.

Aproveite a jornada.

“Eu era uma pessoa comum que
estudava muito. Nao existem
pessoas milagrosas. Acontece que
elas se interessam por um assunto
e aprendem todas as coisas sobre
ele, mas sdo apenas pessoas.”

Richard P. Feynman

- Caio César.
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Parte I
O Minimo dos Principios

2 A FisicA EM SUA ESSENCIA

"Podemos considerar o estado atual do
universo como o efeito de seu passado e
a causa de seu futuro. Um intelecto
que em um determinado momento
conhecesse todas as forcas que colocam
a natureza em movimento, e todas as
posigdes de todos os itens que a
compdem, se esse intelecto também
fosse suficientemente vasto para
submeter esses dados a andlise, ele
abarcaria em uma vinica formula os
movimentos dos maiores corpos do
universo e os do menor dtomo; para tal
intelecto nada seria incerto e o futuro
assim como o passado estaria presente
diante de seus olhos."

- Pierre Simon Laplace, Um ensaio
filosofico sobre probabilidades.

Vocé leitor desse livro, pode antes de tudo estar se perguntando O que é a
fisica?, mas essa pergunta é de certa forma bem abrangente e responde-la pro-
priamente certamente faria com que algumas boas paginas fossem gastas aqui,
uma pergunta muito mais adequada ao que seréd tratado, seria o que é a fisica clds-
sica? Em particular, a mesma pode ser descrita pode ser ser descrita de maneira
breve como um conjunto de regras sobre como as leis de movimento de um certo
sistema sdo e como elas predizem o futuro. Na fisica cldssica se conhecido tudo
sobre um sistema em um instante de tempo e também as equagdes que descrevem
que descrevem a dindmica do mesmo, entdo seria possivel prever o futuro desse
sistema. E isso que significa um sistema ser dito deterministico Na verdade, exis-
tem dois tipos de perguntas que sempre aparecem e que serdo continuamente
discutidas ao longo deste capitulo.

1. Quais sdo as leis especificas que regem um sistema?

Sistema esse que poderia ser por exemplo, um planeta se movendo em volta
de uma grande massa. Este sistema possui suas leis particulares, leis essas que
sdo diferentes das leis que ditam particulas eletricamente carregadas movendo-se
em um campo magnético de um fma. Essas sdo leis particulares da natureza, mas
isso implica dizer entdo que existem leis de uma estrutura muito maior.

2. Quais sdo as regras para as leis permitidas ? Existem regras para as leis permitidas?
Qual a grande estrutura em que todas as leis especificas estdo contidas?

A segunda pergunta é a que realmente estamos interessados, porém é a pri-



meira que vai fornecer ilustra¢des e imagens dos principios que governam quais
sdo as leis da fisica permitidas.

2.1 O Universo Em Uma Moeda

Vamos tomar o sistema mais simples possivel dentro do nosso propésito. Uma
moeda. A tnica coisa relevante sobre a moeda € se ela se encontra em cara ou
coroa, ou seja, a moeda possui dois estados de configuracao, dois valores.

Cara, Coroa

Mas ainda é possivel fazer esse sistema se tonar mais simples se considerar-
mos uma "moeda de um lado", ou seja, uma moeda que apenas possui cara, ou
apenas possui coroa. O que seria uma condigdo inicial para esse sistema? Uma
condigdo inicial seria um dos estados que constituem este sistema, cara ou coroa.
Mas e suas leis de movimento? Na fisica cldssica usualmente é suposto que os sis-
tema evoluem continuamente, i.e, sem nenhum salto ou interrupg¢do, mas nédo ha
como virar de cara para coroa e vice-versa continuamente, entdo, se imaginarmos
o tempo em pequenos intervalos inteiros(t € Z), entdo a Ginica coisa que aconte-
ceria com a moeda de lado tnico seria nada, ndo haveria alteracdo pois apenas
existe um tnico estado de configuracdo, o que implica dizer que a histéria da
moeda seria ou apenas coroa ou apenas cara.

S

Convenhamos que a mesma é uma lei da fisica um tanto quando entendiante,
porém, ela ndo deixa de ser muito forte, pois ha uma descri¢do perfeita do sis-
tema. Seja qual for a condigdo inicial do sistema, é facil saber qual o estado que o
mesmo se encontra em um instante arbitrario por toda a linha do tempo. Se por
acaso a condigdo inicial for Cara, entdo a historia de todo o sistema sempre serad
Cara Cara Cara Cara.... De forma semelhante o mesmo vale para a condicdo inicial
Coroa. E valido entdo dizer que isto é um exemplo de um sistema dindmico com
uma lei de movimento em que a lei de movimento é que ndo hd movimento algum.

Ha mais uma lei de movimento que pode ser imaginada para o sistema de
uma moeda. E aquela que qualquer que seja o estado em um instante de tempo,
no instante posterior o estado é o oposto.



Cara — Coroa
Coroa — Cara

A historia de todo o sistema agora se dado como condigdo inicial Cara, se-
ria Coroa— Cara— Coroa— Cara—>... ou com Coroa seria, Cara— Coroa—Cara Co-
roa—... . Ainda é um tanto quanto entendiante, mas continua sendo mais interes-
sante do que o anterior.

E possivel escrever matemética para melhor descrever este sistema, ou seja,
é possivel escrever uma equac¢do de movimento. Se torna necessario tomar uma
varidvel que assuma dois valores, ja que o sistema possui dois estados possiveis,
o(por exemplo). Se tomado ¢ = 1 para Cara e ¢ = —1 para Coroa, entdo a ilustra-
¢do do sistema se torna a seguinte,

Com isso, esta constituida a ideia intuitiva do que na fisica é um espaco de
configuracdo, nesse caso especial, rotulado por dois valores possiveis de uma
Unica variavel.

Considerando o tempo t estroboscépico! em que t € Z, como anteriormente,
escrevendo em termos matematicos uma expressao para o(t) 2 para o sistema em

1Um tempo ser estroboscépica significa que a evolugao do sistema e dada de forma discreta
2Vocé em breve saberd o que significa ¢ (t) quando estudar sobre fungdes no préximo capitulo
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que a moeda possui um lado tnico,

o(t)=c(t+1) (2.1.1)

Para qualquer que seja o valor de ¢ em um instante (lé-se, discreto) ¢, o terd o
mesmo valor no préximo instante.

Exercicio 1.1:

Agora tome o sistema em que hd uma mudanca no estado de configuragdo
da moeda de acordo com a condicdo inicial, aquele em que qualquer que seja o
estado inicial, o préximo é o oposto. Monte uma equagdo para 0 mesmo em que
a cada instante de tempo ha um estado de configuragdo oposto.

Note que como estes sistemas sdo completamente preditivos, completamente
deterministico, ndo hd alguma ambiguidade sobre o que acontece no futuro. Por
acaso, enquanto estes estudos sobre a moeda estivessem sendo realizados, al-
guém poderia vir a interferir e balancar um pouco a moeda, na nossa linguagem,
isso seria porque o sistema ndo se encontrava fechado, alguém que ndo fazia
parte do sistema interferiu. Mas chega de falar de moedas.
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Exercicio 1.2:

Como essa nogdo é tao importante para a fisica tedrica em particular. Reflita
sobre o que um sistema fechado é, eles realmente podem existir? Que suposi¢oes
estdo implicitas em assumir a existéncia de um sistema fechado? O que é um sis-
tema aberto?.

2.2 O Universo Em Um Dado

Um sistema um pouco mais "complicado"seria um dado. Um dado possui seis
estados: {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Para todos os propésitos deste capitulo, essa é a tinica
importancia no que diz respeito ao dado.

Uma condigdo inicial seria uma escolha de uma das seis configura¢des presen-
tes. Qual seria uma possivel lei da fisica para este sistema? Uma lei bem simples
e trivial seria nada acontecer, assim como na moeda de um lado s6. Uma lei muito
mais interessante seria a que ha um ciclo pela colecdo de configuracdes.

Ainda é possivel escrever outras leis, por acaso, um ciclo na direcdo oposta do
ilustrado, seria outro exemplo, ou um mais "complicado"seria o seguinte.



Dot

Note como este ultimo e aquele em que havia um ciclo em uma tnica diregao
por todos os estados, sdo logicamente equivalentes. Urge entdo a ideia intuitiva da
necessidade da busca por sistemas logicamente equivalentes dentro do estudos
de sistemas fisicos. Tome o seguinte:

090

Exercicio 1.3:

Explique explicitamente porque o sistema em que ha um ciclo pelas confi-
guragOes existentes e o ciclo aparentemente mais complicado, sdo logicamente
equivalentes.

Novamente, é completamente deterministico, mas ndo é logicamente equiva-
lente para nenhum dos anteriores, e se o sistema inicia em algum dos ciclos, ele
nunca ira alcangar o outro ciclo. Mas veja que ndo sdo dois sistemas diferentes,
ainda se trata um tnico dado com seus respectivos seis estados, porém para o
mesmo sistema, existem dois ciclos e devido a essa lei particular da fisica deste
dado, dependendo da condicdo inicial vocé fica "preso"em um dos ciclos. Existe
um nome para o qual este tipo de comportamento, é chamado de uma quan-
tidade conservada. Uma quantidade conservada, é algo ndo trivial que pode
ser usado para rotular um sistema, a qual ndo varia com o tempo, ou seja, o
tempo pode passar o quanto for, a aquela quantidade sempre vai se permanecer
amesma. Ainda é possivel rotular os ciclos assinalando valores para cada um de-
les, por exemplo, se assinalado o valor 1 ao primeiro ciclo e 2 ao segundo, entdo é
valido dizer que se iniciado em 1, a quantidade conservada 1 é a que se mantera
por todo a historia do sistema. Tomando mais um exemplo:
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H4 um total de trés quantidades conservadas em um tinico sistema, diferente
do anterior, em que haviam apenas duas, em que o valor 0 pode ser associado
com a primeira quantidade conservada entdo assim ser chamada de quantidade
conservada de valor 0, e da mesma forma para a quantidade 1 e 2 por exemplo.

Exercicio 1.4:

Vocé consegue pensar em uma forma geral de classificar as leis possiveis para um
sistema de seis estados?.

2.3 Leis Nao Permitidas

Infelizmente, o universo tem suas restri¢des e nem todas as leis que vocé possa
imaginar teriam como acontecer de alguma forma. E suficiente que uma lei dina-
mica seja deterministica - porem necessariamente também tem que ser reversivel.

O significado de reversivel - na fisica, pode ser descrito de maneiras diferen-
tes. A mais imediata, lembrando dos diagramas discutidos é que se revertida
todas as flechas, a lei resultante também deve ser deterministica, o que inclui
determinismo no passado e no futuro.

Uma moeda de trés lados com essa respectiva lei de movimento acima serd algo
nao permitido entre os meios da fisica classica. Ate entdo uma das observagodes
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feitas sobre cada sistema foi como todos sdo completamente preditivos sobre o
futuro, e fato este acima também ¢é, mas o que é verdadeiramente impar sobre o
mesmo é como ele ndo é completamente preditivo sobre o passado®, ndo ha qual-
quer ambiguidade no futuro, mas o passado se torna outra questdo. Se por acaso
em algum instante de tempo posterior a condicdo inicial, o sistema se encontrar
no estado de Coroa, se torna ambiguo dizer qual a condicdo inicial, seria o Lado
da moeda ou seria Cara. Sistemas com este comportamento é o que comumente
é chamado de ndo reversivel ou irreversivel, veja abaixo o que acontece quando
revertemos as flechas, o estado de Cara nao possui passado

Agora ha uma situagdo totalmente ndo preditiva em que dependendo da condi-
¢do inicial, o sistema simplesmente deixa de evoluir e para.
Exercicio 1.5:

Caracterize pela descri¢cdo de diagramas(leis de movimento) se uma lei fisica
é possivel ou ndo.

Existe uma maneira muito simples de determinar se um diagrama representa
uma lei reversivel. Se cada estado possui uma tinica flecha que leva a ele e que sai
dele, entdo, se trata de uma lei reversivel deterministica. Deve existir uma flecha
que indica aonde as coisas estdo indo e outra indicando de onde estdo vindo. Isso
pode ser chamado de conservac¢ao da informacao, ela simplesmente garante que
nunca seja perdido de vista o estado inicial.

Exercicio 1.6:

A conservagdo da informacdo pode ser considerada uma lei de conservagao
convencional de fato? Tente refletir um pouco sobre qual seria um valor limite
plausivel de velocidade da informac&o.

Durante este capitulo foi visto como sistemas dindmicos extremamente sim-
plesmente podem representar fortes leis que governam o universo, o que sdo
estados, espacos de configuracdo, leis de conservacéo, leis ndo permitidas. Mas

3Isto ¢ um problema porque uma das bases filoséficas da mecanica cldssica é que o tempo é
absoluto e a natureza completamente deterministica, entdo as equagdes de movimento também
deveriam descrever o passado daquele sistema, dentro do proposto.

14



acima de tudo, como tudo isso depende de uma ferramente extremamente ne-
cessdria para que o entendimento claro e objetivo destas lei seja concretizado, a
matematica.
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Parte 11
Ferramentas Essenciais

3 FUNCOES

3.1 Uma noc¢do intuitiva

E importante iniciar o estudo de fun¢des por uma construcdo intuitiva do que
seria uma funcdo. Considere que exista uma médquina que recebe niimeros. Por
questdo de didatica vamos dar o nome de A para essa nossa maquina. Apds
receber um ntmero, a maquina realiza alguma operagdo desconhecida com o
nimero recebido e devolve um outro ntimero.

I:4>A:9>

Note que ao ser inserido o ntimero 4, a maquina devolve como resultado, o na-
mero 9. Veja outros exemplos:

1 6
> A >
Para um valor 3 de entrada na maquina, resulta em:
3 8
> A >
Isso ja é suficiente para perceber o que a maquina faz. A médquina processa

um nimero inserido e retorna esse niimero acrescido de 5. E possivel organizar
os resultados dessa mdquina em forma de tabela, da seguinte forma:

A
Entrada | Saida
4 9
1 6
3 8
5 10

A tabela acima é uma outra forma de representar maquina A.

Uma outra forma, extremamente importante, e até mais simples, de represen-
tar os dados da tabela, é por meio de um grafico. Utilizando dos eixos coordena-
dos do comumente chamado plano cartesiano, associar esses valores de entrada
e saida da tabela a um ponto.

16
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6
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Entrada

Os

pontos que constituem o grdfico sdo justamente as entradas e as saidas da mdquina A.

Esses pontos recebem o nome de pares ordenados. Assim, (4,9) é um par ordenado, por
exemplo.

Assim, por meio da maquina A, um conjunto de valores é mapeado a um
outro conjunto de valores, de forma que este mapeamento é feito sempre adicio-
nando o ntimero 5. Essa é a fungdo matemética que descreve esse maquinario.*

Exercicio 3.1:
Dada essa nocdo intuitiva de fungdo, crie vocé mesmo, uma fungdo ® qual-
quer, e represente ela por meio de uma tabela e gréfico.

Com a ideia intuitiva apresentada, é possivel construir uma nogao mais com-
pleta, do ponto de vista matemético, do que é uma funcdo. Mas antes de partir
para tal defini¢do, é necessdrio introduzir a no¢do de um conjunto.

A B

Representagio de dois conjuntos. Em que hd uma correspondéncia um a um, para cada
elemento de A, existe um elemento correspondente em B.

Este tipo de diagrama é bem comum para representar conjuntos e a corres-
pondéncia de seus elementos. Com efeito, os conjuntos A e B apresentam uma
regra de associagdo, Cada elemento de A esta associado ao seu triplo em B. A
notagdo usual é que um elemento arbitrario do conjunto A, é representado como,
x€ A,edeB,y € B.

40 conceito de funcao é algo muito mais profundo e estd atrelado a abstragdes mateméticas
que fogem do escopo da descri¢do de fendmenos naturais.



xcA|lyeB
-2 -6
-1 -3
0 0
1 3
2 6

Vale notar que a cada um dos elementos do conjunto A, ha um tnico um
elemento correspondente em B. O que vai fazer com que essa correspondéncia
existe, € uma fungdo, neste caso y = 3x.

Um exemplo direto seria o seguinte, considerando dois conjuntos A e B tais
que, A={-2,-1,0,1,2} e ={0,1,4,8,6}. Se o mapeamento entre A e B for dado
pory = x* com x € A ey € B, entio:

Neste caso, nem todos os elementos sdo completamente mapeados, alguns
elementos do conjunto B, ndo sdo mapeados, ou seja, de alguma forma, o mapa

y = x*, ndo possui elementos que correspondem a {4,8} em B.

3.2 Definicao Formal

Definicao 3.1. : Uma fungio f de A em B, denotada por f : A — B, é uma lei que
associa cada elemento de A a um iinico elemento de B.

Com essa definigdo em mente, sejam A e B dois conjuntos. Onde, A = {t| t é um
instante de tempo} e B ={x| x é uma posi¢do no espago ao longo de uma dire¢do
horizontal}. Para esses dois conjuntos, é possivel tomar a seguinte lei; dados t €
Ae x € B, t estad associado a x, quando, em um dado instante ¢, x é a posi¢do de
uma particula no instante .

Exercicio 3.2:

Considerando todos os exemplos anteriormente citados, crie uma fungdo, expresse-
a por meio de um diagrama de flechas e certifique-se de que ela vai obedecer as
duas condigdes mostradas nos exemplos.

Dentro da defini¢do formal de fungdo existem algumas sutilezas discretas que
precisam ser mencionadas, que constantemente serdo mencionadas e utilizadas.

Dada um fungdo f de A em B, o conjunto A chama-se de dominio da funcéao,
Dy, e o conjunto B, contradominio da funcéo, C 7. Entdo, para x € A, o tnico
elemento em B associado a x pela fungdo f é denominado imagem de x por x sendo
denotado usualmente por f(x).
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fx

Xy N
Xy >
X3 >
Xy Y4

A regido cinza, cobre os valores y, e y3, que é a imagem da fungdo. Dessa
forma o conjunto {f(x)| x € A} é denominado de imagem f, sendo denotado por
I £ Com isso , tem-se que, | r C C 0 conjunto imagem da funcdo estd contido no
contradominio.

Uma ressalva importante é que se por acaso, f : A — B for uma fung¢do. Entdo
f é uma fungdo de variavel real quando A C R ou que f é de valor real quando
BCRR.

Seja f : R — R a fungado dada por:
f(x)=x>+x—-1, Vx €R. (3.2.1)
Entéo,
f(2)=224+2-1=5
F(V2) = (VP +V2-1=1+V2

F3)=(GP+5-1=g+z-1=—

fx+1)=(x+1)2?+(x+1)-1=x>+2x+1+x+1-1=x>+3x+1°

Outro exemplo, agora considerando a fungédo g, dada por:

glx)=x+1 (3.2.2)

E possivel ver que ndo ha nenhuma restrigio na fungio, x + 1 pode assumir
qualquer valor, consequentemente, C, = Re Dy = R.
Porem, para uma fungdo da forma,

1
h(x) = 3.2.3
(1) = — (329
H4 uma forte restri¢do no dominio dessa fungdo, i.e, valores que x pode assu-
1
mir para que a fun¢do continue sendo bem definida, pois se x = 2 = h(2) = 0

que é uma indefini¢ao. Entao, C;, = Re Df = {x € R| x # 2}

Por ultimo, se por acaso, f(x) = v/x — 3, entdo, Cr=ReDy= {x e R|x >
3}

°Caso ndo tenha entendido este exemplo, v4 ate o Apéndice II.
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Exercicio 3.3:

Encontre o dominio das seguintes fungdes:(a)f(x) = 2x+4. (b) f(x) =
5

x+1

Com a ideia de dominio,imagem e contradominio em mente, se torna possivel
definir o grafico de uma fungao.

Definicao 3.2 (Gréfico de Uma Funcéo). : Sendo f : A — B uma fungdo, o
grdfico de f é o conjunto denotado por Gy e dado por:

Gy = {(x f(x)lx € A} = {(x,y)lx € Dy, y = f(x)}

Definicdo 3.3 (Produto Cartesiano). Dados A e B conjuntos nio vazios, logo:
AxB={(xy)|x€ A yecB}

em que A X B é chamado de produto cartesiano entre A e B

. J

Entdo, como de forma geral, f é uma funcdo de A em B, por consequéncia
direta, Gf CAXB

Tendo em vista as defini¢des (3.2) e (3.3), considere a fungdo, f(x) = /x,
rapidamente, Dy = {x € R[x > 0} e uma propriedade direta é que f(x +A) =
Vx+A, Vx> —A, t.q, A € R. Alei de formacdo dessa fungdo é do tipo y = /x.
Com efeito, a medida que x cresce, y também cresce. Contudo, o crescimento de
y é mais lento que o de x; quando x se aproxima de zero, y também se aproxima
de zero, de forma mais lenta.

Gr={(xy)ly = Vi xR} (324)

Entdo o gréfico de f, é:

3 1

2 1

>
1 1
0 1 >
0 2 4 6 8 10
x

flx) = (3.2.5)



Diretamente, o dominio de f, é Df = {x € R|x # 0}, o que significa que

1
f associa a cada x # 0 um numero real f(x) = oy de forma que f(x + A =
1
X+ A

, Vx # —A. E grafico de f é definido como,
1
Gy = {(x,y)|y = ;,Vx #0¢€ ]R} (3.2.6)

Para x > 0,tem-se que a medida que x vai aumentando, y vai cada vez mais
tendendo a 0. Por outro lado, a medida que x se aproxima de 0, y fica cada vez
maior. Vale notar que uma situac¢do contréria acontece para x < 0.

40*y

20 |

=201

—40 |

Exercicio 3.4:
Dada a funcéo f(x) =

Vx—2

3 , determine seu dominio e plote seu grafico.
- X

Uma fungdo pode possuir diversos pontos, p em que f(p) = 0. Pontos em
que f(p) = 0, sdo chamados de raizes da fungdo e pode se tornar um problema
tao complicado quando se queira. Um dos maiores problemas da matemaética é
atual é achar um mecanismo analitico para determinar as raizes da fungdo zeta
de Riemann, por exemplo.

Definicdo 3.4 (Raiz de Uma Fungdo). Considere f uma fungioe p € R. p é
raiz de f quando p € Dye f(p) =0

Para encontrar por exemplo as raizes da fungéo f(x) = x(1 — x)(x + 2), basta
verificar os pontos em que f resulta em zero, ou seja, p, t.q, f(p) = 0.

flp)=0 < p(1—p)(p+2)=0 < pec{0,1,-2} (3.2.7)

E muito importante, para futuras aplicacdes, conhecer o comportamento do
grafico de uma funcdo. Isso quer dizer que em muitos problemas, conhecer a
regido em que uma fungdo cresce pode fornecer informacdes relevantes para a
descrigdo de algum fendmeno fisico, como por exemplo, no comportamento elds-
tico de uma mola. A partir de um dado regime, a mola ndo volta mais para o seu
formato inicial. Esse regime de elasticidade, pode ser expresso por meio de um
grafico de uma fungdo. Saber em que instante uma fungdo vai apresentar uma
comportamento decrescente, pode vir a ser ttil para o estudo da velocidade dos
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corpos em cinemdtica. Além disso, saber em que ponto uma fungdo possui zero, é
usado para saber o alcance maximo de projéteis quando se estuda langamento de
corpos. Dessa forma, tornas-e necessario fazer o estudo do sinal de uma fungao!

Defini¢ao 3.5 (Estudo do Sinal). Sendo f uma fungdo, estudar o seu sinal é en-
contrar trés conjuntos:

i . {x € D¢|f(x) > 0}
i . {x € Df|f(x) =0}
i . {x € D¢|f(x) <0}

Exercicio 3.5:

Considerando as fun¢des dadas nos exercicios 3.4 e 3.3, faca o estudo de seu
sinal. Observe o que acontece com o gréfico da fun¢do nos pontos do dominio
que obedecem a definigdo 3.4.

Comportamentos lineares acontecem com certa frequéncia na natureza, o exem-
plo mais direto é a equagdo x = vt, do movimento uniforme em x = x(f), com
isso,

3.3 Funcdo Afim

Definicao 3.6 (Funcdo Afim). Uma fungio f: R — R chama-se fungio afim
quando Ja,b € R, t.q:

f(x)=ax+b

Exemplos
1. f(x)=2x+1(a=2,b=1)
2. f(x) = —x+4(a=-1,b=14)

Funo Linear

f: R — R definida por f(x) = ax Vx € R. Nesse caso b = 0
Exemplos

1. f(x) = —2x(a = -2)
2. f(x) =1ix(a=1%)
Funo Constante

f: R — R definida por f(x) = b Vx € R. Nesse casoa =0
Exemplos

1. f(x)=3
2. f(x)=-2
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Funo Identidade
f: R — R definida por f(x) = x Vx € R. Nessecasoa =1eb =1

Translao

f: R — R definida por f(x) = x+bVx € R. Nessecasoa =1eb #0
Exemplos

1. f(x) =x+2
2. f(x) =x-3

O conceito de valor inicial, também chamado de condi¢des iniciais, é de extrema
importancia em fisica. Tal ideia consiste em fazer certas consideragdes encima do
comportamento de um sistema.Essa consideragdes estdo muitas vezes relaciona-
das ao proprio comportamento da natureza.

Algumas vezes podem ser aproximagdes com o intuito de facilitar o desenvolvi-
mento. Um bom exemplo, é o caso da fisica cldssica. Conhecendo-se as forcas
que atuam sobre a particula,é possivel em principio a partir daquelas informa-
¢Oes iniciais obter a posic¢do e a velocidade (ou momento) da mesma em qualquer
instante futuro, ou seja, o estado futuro da particula.

Dentro do contexto da fungdo afim, f(x) = ax + b, o numero b = f(0) é
chamado de valor inicial da funcéo f.

Exemplo

Considere a fungdo afim abaixo:

5
flx) =4+ cx (3.3.1)
Para determinar o valor inicial de f, fazemos:

£0) = £(0) =4+ 2(0) (3:32)

f(0)=4=h. (3.3.3)

Exercicio 3.6: Faca o estudo do sinal da fun¢do afim usando a expressao 3.4.1. O
que acontece com o grafico para valores positivos e negativos de a?

Sejam 11 = f(x1) e y2 = f(x2) para x1 e xp nimeros reais quaisquer, com x;

# x3. O objetivo é buscar a e b. Fazendo uso da equagdo (3.4.1) e substituindo os
pontos conhecidos, encontra-se duas equagdes. Assim:

y1 = f(x1) =ax; +b (3.3.4)

y2 = f(x2) =axa+b (3.3.5)

As equacdes (3.4.5) e (3.4.6) relacionam-se pelo termo b. Logo, para encontrar a:

ya—y1 = (ax2+b) — (ax; +b) = (3.3.6)
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=ax,+b—ax;—b= (3.3.7)

=a(xy — x7). (3.3.8)

Isolando a na equagdo acima, chega-se em:

a=L2"N (3.3.9)
X2 — X1

Para encontrar o valor de b, basta substituir a equacao (3.4.10) em (3.4.5), entdo:

1 = (Z—Lyx 4+ b (3.3.10)
X2 — X1

Multiplicando e dividindo b por x; — x;:
Y1X2 — Y1X2 = YoX1 — Y1X1 + bxp — bxq (3.3.11)
Finalmente:

b — Y1X2 —Ya2xq

3.12
P (3.3.12)

3.4 Fung¢dao Quadratica

Defini¢ao 3.7 (Funcdo Quadratica). Uma funcio f: R — R é dita ser quadritica
se existirem a, b, c com a # 0, tal que:

f(x) =ax*+bx+c,Vx €R (3.4.1)

Exemplos

1. f(x) =3x>—2x+1(a=3,b=—-2,c=1)
2. f(x) =x>—4(a=1,b=0,c = —4)

Pela defini¢do da secdo (3.3.3) onde foi apresentado sobre as raizes de uma
funcdo, existe entdo um ndmero p € Dy tal que f(p) = 0. Logo:

p>+bp+c=0 (3.4.2)

Que é a famosa equagdo do segundo grau. A solugdo da equagdo (3.5.2) ja foi
muito bem explorado na antiguidade, muitas civilizag¢des ja conheciam métodos
de encontrar as raizes de uma equacdo desse tipo. Os babilonios ao lidar com
problemas de &reas, caiam em equacdo do segundo grau. Eles tinha uma método
que ndo usava simbolos ou férmulas para encontrar a solu¢do da equacao.
Nesse periodo, o problema era dado da seguinte forma:

Determinar dois niimeros conhecendo sua soma s e seu produto p
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Se x for uma desses nimeros, o outro serd s — x. E o seu produto é dado por
p = x(s — x). Entdo:
X% —sx + p (3.4.3)

Para a equagdo acima,a =1,b = —sec=p
Um dos métodos mais comuns de encontrar as raizes de uma equacdo que as-
sume essa forma, é recorrer a relacdo de Bhaskara.

Proposig¢do A relagéo:
—b+Vb? — 4dac

4.4
o (3.4.4)
Fornece as raizes de uma equacgdo do segundo grau.
Demonstrao
Seja uma equacdo do segundo grau dada por:
ax?> +bx+c=0 (3.4.5)
Logo:
ax® +bx = —c (3.4.6)
b
2y ly=-F (3.4.7)
a a

Do lado esquerdo da equagdo acima, é possivel completar o quadrado da seguinte
forma:

b b2 —C b2
2 _
xX° + EX + @ = 7 M (3.4.8)
b, —c b
(x+5) =—+12 (3.4.9)
Dessa forma: )
b 4b- — 4ac

Tirando a raiz dois dois lados:

b 4b% — 4ac
SRy P Y . 411
Sy 42 (34.11)

\/4h2
x+ % - # (3.4.12)

Isolando o x e somando as frac¢des:
b £+ /4b? — 4ac

x = o (3.4.13)

Como queriamos demonstrar.
O gréfico de uma funcdo quadratica é uma pardbola. Assim o conjunto de
pontos tais que {(x,y)|y = ax? + bx + ¢,x € R} constituem o gréfico da fungao.

Considerando, por exemplo, as seguintes fun¢des quadréticas:

Exemplos

flx)=x*>—2x+1 (3.4.14)
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Do grafico acima é possivel achar duas informagdes importantes:
1. Interseccdo com o eixoy
x=0= f(0)=0>-2(0)+1=1 (3.4.15)
a fungdo corta o eixo y no ponto (0,1)

2. Interseccdo com o eixo X

Para achar onde a parabola corta o eixo x, precisamos achar os valores x tais
que f(x) = 0. Logo:

x> —2x+1=0 (3.4.16)

A=4—-4=0 (3.4.17)
2+

X = TO (3.4.18)

O parébola intersecta o eixo x em um tnico ponto (1,0). Ou seja, a raiz dessa fun-
¢do é de multiplicidade 2.

Seja a seguinte funcéo:
flx) = —4x*> +1 (3.4.19)

\ 4
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1. Interseccdo com o eixoy
f(0)=—-4(0*+1=0=1
A fungdo corta o eixo y no ponto (0,1)
2. Interseccdo com o eixo x

1 1
f(x)—O(:)xl——E,xz—E

Como ualtimo exemplo, considere o caso especial:

flx)=x*>+2x+3

1. Interseccdo com o eixo 'y
x=0— f(0)=0*+2(0)+3=3
2. Intersecc¢do com o eixo x
f(x) =0 x*4+2x+3=0

A=4-12=-8=A<0

a equacdo ndo admite raiz rea

v

(3.4.20)

(3.4.21)

(3.4.22)

(3.4.23)

(3.4.24)

(3.4.25)

Conclusao: O grafico da fungéo f(x) = ax? + bx + c é sempre intersecta o eixo y

no ponto (0,c), pois f(0) = a(0)? +b(0) + ¢

O valor de A determina o ntiimero de vezes que o grafico intersecta o eixo x. De

modo que, sendo A = b? + 4ac, logo

1. A = 0 = uma raiz real dupla (o gréfico da funcdo intersecta o eixo x em

apenas um ponto)

2. A > 0 = duas raizes reais distintas(o grafico da funcédo intersecta o eixo x

em dois pontos)
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3. A = 0 = nenhuma raiz rela (o grafico da fun¢do ndo intersecta o eixo x)

Exercicio 3.7: Para as fun¢des abaixo, determine as raizes (caso existam), o maior
ou menor valor e esboce o grafico.

e x2 _3x+2
o —4x?2 +4x—1
o x> —4

Exercicio 3.8: Facga o estudo do sinal da fun¢do quadratica, usando a expressao
35.1

3.5 Outras Fun¢oes

Definic¢ao 3.8 (Fungdo Modular). Uma fungio modular f: R — R é dada pela
lei f(x) = |x| Fazendo uso da nogio de médulo de um niimero real, a fungio
modular pode ser expressa como:

x,sex <0
flx) = {—x,sex <0
Aplicando a defini¢do anterior temos que |5| = 5e | —3| = —(—=3) = 3.

Vamos agora tomar alguns exemplos mais elaborados.

Exemplos
1. Mostre que, para todo x real,
2] = 22
Para demonstrar o resultado acima, consideremos que se x > 0, |x| = x
portanto |x|> = x2. Para o caso x < 0 temos que |x| = —x e entdo |x|> =

(—x)? = x2.
2. Suponha que a > 0. Resolva a equagao
x| = a.

Como |x| >0ea >0,
2

x| =a < |x]* = a2
Mas |x|?> = x?, portanto

x| =ae x> =d>< (x—a)(x+a) =0 x = aoux = —a.

Para a obtencdo do grafico da fun¢do modular, utiliza-se o seguinte procedi-
mento:

1. Construimos o gréfico da fungdo f(x) = x, mas s6 consideramos a parte em
quex > 0
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2. Construimos o gréfico da fungdo f(x) = —x, mas s6 consideramos a parte
em que x < 0

3. Reunimos os dois graficos anteriores

v

O conjunto imagem da fun¢do modular é R.. Ou seja, a fun¢do modular
assume somente valores reais ndo negativos.
Exercicio 3.9: Resolva as seguintes equacdes.

° |x|>1

e |x—2|< -2

Defini¢ao 3.9 (Funcdo Exponencial). Considerando um certo niimero real a,
coma > 0ea # 1. A fungdo exponencial de base a definida de R em R?_, é dada

pOT
f(x) =a" (3.5.1)

Considerando a > 0,b > 0, xey niimeros reais quaisquer, entao:
1. a*a¥ = a* 1Y

2. (a*)¥ =a"y

3. (ab)* = a*b*

4. Paraa>1lex >y, =a* <a¥

5. Para0<0<lex<yex<y =a*>a’

Como alguns exemplos para uma funcdo exponencial, podemos ter que:
1. f(x)=3"
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2. g(x) = (3)"

N[—

Para a situagdo em que a > 1, temos o seguinte grafico para a fungdo expo-
nencial.

Por outro lado, se 0 < a < 1, entao:

hy

A importancia das condi¢oes a > 0ea # 1:

1. Casoa = 0 e x < 0, ndo existiria a*. Pois para esse caso nossa fungdo nao
seria definida em R

2. Casoa < 0ex = %, também néao existiria a*. Pois da mesma forma, a funcao
ndo seria definida em R

3. Para a =1 e x qualquer niimero real, teriamos que a* = 1.

4 TRIGONOMETRIA

O uso da trigonometria pelos estudiosos do passado foi muito importante em
diversos setores da nossa sociedade. Os egipcios, ha 4000 anos, ja usavam a cha-
mada triangulagdo. Consistia em uma técnica utilizada para determinar distan-
cias. Esse procedimento fazia uso de principios trigonométricos. Além disso,
a trigonometria era uma ferramente poderosa para a Astronomia, que era bem
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desenvolvida na antiguidade. Acredita-se que a astronomia tenha despertado o
interesse pelo o estudo e o desenvolvimento das primeiras no¢des de trigonome-
tria.

4.1 Nocgoes importantes

Um angulo é uma regido no plano limitada por duas semiretas com mesma ori-
gem.

Assim, o angulo B fica bem definido. Perceba também que a mesma definigado
de angulo é valida para a regido oposta e assim o angulo B, fica também bem
definido. As semiretas que definem o dngulo acima, sdo chamadas de lados do
angulo e a origem comum é dita vértice do angulo.

Um grau é cada um dos angulos obtidos quando dividimos o plano em 360 an-
gulos iguais com o mesmo vértice

360

359

Com isso, uma volta completa forma 360 e meio volta 180.
Um angulo reto é cada um dos angulos obtidos quando dividimos o plano em
quatro angulos iguais com um mesmo vértice.
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Com isso, o angulo reto mede 90. Um angulo determina sobre uma circunferéncia
centrada no seu vértice um arco proporcional ao raio dessa circunferéncia.

Ao

Um radiano é um angulo que determina sobre uma circunferéncia centrada no
seu vértice um arco igual ao raio dessa circunferéncia.

A

Quando
r=1 4.1.1)

« é um radiano.
Disto, temos que se um angulo « determina sobre uma circunferéncia de raio r
centrada no seu vértice um arco de comprimento / entdo sua medida em radianos
é:
o= - (4.1.2)
r
Exercicio 4.1: Discuta porque a gradeza radiano é adimensional.
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4.2 Tridangulos semelhantes

Considere os tridangulos abaixo:

A

Tomemos uma correspodéncia entre os vértices dos tridngulos. Logo, associemos

A com D, BcomE e C com F. Logo:

1. vértices correspondentes: AeD,BeE,GeF

2. lados correspondentes (ou homoélogos): ABeDE,BCeEF,CAeFID;

3. angulos correspondentes: e D, Be E, Ce F.

Dessa forma, fica definido que:

Defini¢ao 4.1 (Triangulos Semelhantes). Dois tridngulos sido semelhantes
quando é possivel estabelecer uma correspodéncia entre seus vértices de modo que
os dngulos correspondentes sejam dois a dois congruentes e os lados homoélogos,
proporcionais.

4.3 Trigonometria no tridangulo retangulo

Para definir as relagdes trigonometricas do tridngulo ratangulo, Considere o se-

guinte desenvolvimento:
Seja os tridngulos retangulos abaixo:
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Pela definicdo de semelhanca anteriormente estabelecida, tem-se que Aabc =
Aa'b'c’. Entdo:

c a c

—== & -=— 43.1

c a a a ( )
De maneira andloga, para os outros dois tltimos tridngulos da figura, tem-se que
Aad'b'c = Aa"b"c”. Assim:

— === (4.3.2)
Usando o resultado em (4.2.1):

c
A relagdo acima é uma propriedade do angulo. Seria possivel continuar de modo
indeterminado tomando semelhangas para N tridngulos, que a igualdade seria
mantidada. De forma analoga, podiamos tomar as propor¢des para outros lados,
assim:

b a b U

E agora para os outros tridngulos:
b/ a/ b/ b//

[R— P
bl/ a// ﬂ/ ﬂ//

(4.3.5)

E assim: o

a b
Mas uma vez a discussdo feita anteriormente é valida. Temos uma razdo caracte-
ristica do angulo. Ou seja, essa proporgdo se mantém independente os lados do
triangulo. Visto a constancia dessa proporgdo para N tridngulos, é util definir as

seguintes relagdes:
/ 1

c ¢ ¢

== = = cos(6) (4.3.7)

a b b

5= =y = e = sen(f) (4.3.8)
Seguindo o mesmo procedimento podemos encontrar também que:

b b/ bl/

= = 130) 43.9)

Exercicio 4.2: Visto que as relagdes trigonométricas sdo extremamente importan-
tes em fisica, refaca todo o desenvolvimento anterior (sem consultar a apostila),
para verificar se vocé entendeu bem a ideia.

4.4 Relacao Fundamental

Considere o triangulo abaixo:
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0
c

Pelo teorema de pitdgoras, temos:
a? = b+ c? (4.4.1)

Dividindo a equagédo acima por a%:

bya (€2

h =1 442
Cr+ () 442

Mas pelas relagdes de seno e cosseno para o angulo 6, a equacdo acima fica:

cos?(0) + sen*(9) =1 (4.4.3)

4.5 Angulos Notaveis

Podemos fazer uso do tridngulo equilétero abaixo para deduzirmos os valores de
seno, cosseno e tangente de alguns angulos que aparecem com mais frequéncia.
Assim:

30°

60°

Para o tridngulo acima, usamos o teorema de pitdgoras para achar a sua altura.
Entéo:

lZ
> =n>+ n (4.5.1)
Isolando h acima:
h= # (4.5.2)

Assim, é possivel facilmente aplicar as defini¢des de seno e cosseno e obtemos
para todos os angulos, que:
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1. sen(30°) = % = % = sen(30°) = %

2. cos(60°) = % = % = cos(60°) = %
13

3. c0s(30°) = 3 = L2 = c0s(30°) = L2
1/3

4. sen(60°) = 5 = ‘/75 = sen(60°) = \/75
V3

5. tan(60°) = 2 = b32_ /3
2

I
6. tan(30°) = ;5 = %% = \/Lg = tan(30°) = @

Para obter os valores dos cosseno, seno e tangente para o angulo de 45°, conside-
remos o seguinte triangulo:

45°

Fazendo o mesmo procedimento, pelo teorema de pitdgoras, tem-se:

@=P+P=2 (45.3)
a=1V2 (4.5.4)
E assim
1. sen(45°) = #j = \/LE% — 4 = sen(45°) = @
2. cos(45°) = I\L@ = % = cos(45°) = \éﬁ

3. tan(45°) = SMUZ =1 = tan(45°) = 1

4.6 Funcoes Seno e Cosseno

A fungédo seno é definda em R em R onde x = sen(x). Ou seja, a cada x
associamos o seu valor de seno.
O grafico da fungdo seno é expresso da seguinte forma:
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27 —TT 0 T 21

A imagem da fungdo seno é o conjunto fechado dado por [—1,1].. Seu dominio é
a reta real, de modo que Dy = R.

A fungéo cos é definda em R em R onde x = cos(x). Ou seja, a cada x associ-
amos o seu valor de cosseno.

O grafico da funcado seno é expresso da seguinte forma:

1

| | | J

A imagem da fungdo cosseno é o conjunto fechado [—1, 1], como para a fung¢do
seno.
Exercicio 4.3: Esboce o gréafico das seguintes fungdes

* f(x) =sen(2x)
* f(x) = cos(3)
* f(x) = xsen(x)

* f(x) = |sen(x)|

4.7 Outras Func¢oes Trigonométricas
Como a tangente é dada por:

sen
tg = — 47.1
8= s (4.7.1)

E entdo, para o dominio da funcao tangente, temos Di; = {x € R|cos(x) # 0}.
Logo
_ sen(x)

tg(x) = cos (%) (4.7.2)

Para o gréfico da fun¢do tangente, temos:
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0
_1 L | | | A J
=27 —T7T 0 T 27
A fungdo cotangente fica definida por:
cos
tg = — 47.
cotg = —— (4.7.3)
Assim, D¢t = {x € Rlsen(x) # 0}. Entdo:
Dig = {x € R|x # g + knVk € Z) (4.7.4)
E também que:
Detg = {x € R|x # knVk € Z} (4.7.5)
A secante fica definida por:
sec := 1 (4.7.6)
" cos o

De modo que seu dominio é Ds,c = {x € R|cos(x) # 0}. E assim a fungdo secante
é

1
= 4.7.7
sec(x) o5 (%) 4.7.7)
A cosecante é definida como:
csc := L (4.7.8)
" osen o

Com isso o seu dominio é Dgc = {x € R|sen(x) # 0}. E assim a fung¢do é dada

por:
1
csc(x) = — (4.7.9)
(x) )
V X € Dese
Exercicio 4.4: Mostre que sec?(x) = 1+ tg?(x) para todo x tal que cos(x) # 0

. X
Exercicio 4.5: Mostre que, para todo x, com cos(z) # 0, tem-se

23(3)
e sen(x) = —2x
1-t2(2
* cos(x) = L(zx)
1+18%(5)
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Parte III

Construindo Um Conhecimento Que
Vocé Tenha Orgulho

5 NUMEROS COMPLEXOS

"Para que ap6s a minha morte,
ninguém seja capaz de entender
isto."

-Niccold Fontana Tartaglia

5.1 Por que ntiimeros complexos?

Por mais contraintuitivo que parega, nimeros sdo uma invengao relativamente
recente da humanidade. Independente da regido em que o conceito, a ideia de
nimeros surgia como um modo de quantificar o mundo, medir terras, prever
o movimento de astros e da contagem por meio do comércio. Mesmo que em
lugares diferentes os simbolos da contagem tivessem nascimento com formatos
diferentes, como por exemplo, na Roma antiga I, I, III, ou como na China, em que
os simbolos para as trés primeiras unidades eram iguais aos romanos, porem, na
horizontal. Mas por motivos 6bvios nlimeros ndo se resumem apenas a conta-
gem, alguns ndmeros como /2, que ndo é exatamente contavel, acaba por surgir
de um contexto de desenvolvimento da prépria matemadtica, mas isso ainda nem
chega aos passos de bebe da historia dos ntiimeros.

Retrato de Luca Pacioli.

Durante os séculos XIV e XVI a matematica na Italia estava fervendo. Em 1494,
Luca Pacioli(1447°1517), professor de matematica de Leonardo Da Vinci(1452 —
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1519), publica a obra Summa de arithmetica, geometria. Proportioni et proportionalita
um guia sobre toda a matemaética entendida na Itdlia até o periodo da renascenca
italiana(sec. XIV - sec.XVI), nessa mesma obra hd um se¢do sobre a equagdo cu-
bica, hoje em dia conhecida e escrita da seguinte forma,

ax® +bx*+cx+d=0 (5.1.1)

Uma equagdo mesmo que de maneiras diferentes, j4 era conhecida pela hu-
manidade a pelo menos 4000 anos e que havia passado por civilizagdes como os
Egipcios, Babilonicos, Gregos, Persas e Indianos. Pacioli pensava que uma so-
lugdo para tal equacdo fosse impossivel. Hoje em dia qualquer estudante de 8°
ano ja teve contato com a solugdo para equacgdo de segundo grau, que ndo é nada
menos do que a equagdo do terceiro grau sem o primeiro termo.

bx*+cx+d=0 (5.1.2)

em que a devida solugao é dada por:

bt VA
YT T,
Porém essa notagdo com que matematica é feita hoje so foi introduzida por
Frangois Viete(1540 — 1603), matemdtica antigamente era feita apenas com pala-
vras e interpretagdes geométricas. Tome por exemplo a equacao,

(5.1.3)

x% 4 26x = 27 (5.1.4)

Como visto no Capitulo 2, uma interpretagdo geométrica para equagdo seria
por meio da soma de 4reas. x? seria um quadrado de lado x, 26x seria um retan-
gulo de base 26 e altura x, em que a soma dessas dreas seriam iguais a uma outra
de tamanho 27. Veja a figura abaixo.

X x2 x 27x

27

O retangulo de 4rea 27x pode ser divido como a soma de outros dois retangu-
los de 4rea 13x
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) 13

13

Reposicionando as figuras, é encontrado algo que lembra um quadrado

13

Com isso, o complemento do quadrado é justamente um quadrado de lado
13,

13

O que algebricamente é equivalente a adicionar 169 a cada lado da equagéo,
x> +26x + 169 = 27 4 169 (5.1.5)

— x®+26x +169 =196 (5.1.6)

Como a raiz quadrada de 196 é 14, entdo os lados do quadrado em questdo
somam em total tamanho 14, logo,

x+13=14 <= x=1 (5.1.7)
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Este é um 6timo modo de resolver de se resolver uma equac¢do quadrética,
mas estd longe de ser completo! Se o leitor voltar o olhar para a equagéo (4.1.4),
x = 1 de fato é uma solugdo, porém, x = —27 também é! (Verifique essa afirma-
¢do). Por milhares de anos matematicos se restringiram muito a realidade e por
isso utilizam demasiadamente da geometria como principal ferramentas, ja que
eles estavam lidando com coisas no mundo real, comprimentos, dreas, volumes,
até porque qual seria o significado fisico de um quadrado com lado —27. Isso
os fazia totalmente alheios para as solugdes negativas de equagdes polinomiais
dessa forma. Na verdade havia uma aversdo tamanha a ntimeros negativos que
simplesmente ndo havia a equacao quadratica, e sim seis diferentes equagdes
quadréticas para que os coeficientes fossem sempre positivos.

2
ax? = bx ax< = c

ax = ¢ ax? +bx = ¢
ax® + ¢ = bx bx + ¢ = ax?

Para equacgdes de 3° grau ndo foi muito diferente. No século XI o matematico
Omar Khayyam(1048 — 1131) organizou 19 diferentes modos para que as equa-
¢Oes cubicas fossem reorganizadas para que os indices positivos fossem preserva-
dos. Porém, infelizmente Omar Khayyam ndo se mostrou capaz de demonstrar
uma solugao para equagdes desse tipo. Alguns séculos e milhares de quilometros
depois, uma primeira solugdo para este problema comeca a tomar forma com Sci-
pione Del Ferro(1465°1526), matematico italiano, encontra um método que solu-
cionaria equagdes ctibicos depressivas, essas sdo aquelas nas quais o ndo hd termo
quadrético.

ax® +cx+d=0 (5.1.8)

Porém assim como a comunidade matemadtica da época em que Del Ferro se
encontrava, ele ndo conta a ninguém e guarda solugdo para si por toda sua vida.
Apenas em seu leito de morte, Del Ferro conta a seu estudante Antonio Maria Del
Fiore(XV — XV1I), que logo espalha a noticia sobre sua habilidade de resolver
ctibicas depressivas. Quando em 12 de fevereiro de 1535, Fior desafia o matematico
Niccolo Fontana Tartaglia(1449 — 1557)
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NICOLAVS TARTAGLIA,
BRIXIANYS,

Diuitias patrie cumulat Tartaglia lingue,
Euclidem Etrufco dum docet ore logur.

Hic certam trallare dedit tormenta per arterm,
Extonitru , & damnis emula fulminess.

Imagem de Niccolo Fontana Tartaglia.

Como de costume dos desafios italianos da época, Tartaglia da a Fior uma lista
de 30 problemas e Fior faz o mesmo a Tartaglia, em que todos sdo sobre solugdes
sobre ciibicas depressivas, cada um possui um prazo de 40 dias para resolver to-
dos os problemas que lhes foram dados. Porém, Fior ndo consegue resolver um
unico problema, enquanto Tartaglia resolver todos os problemas dados por Fior
em apenas algumas horas. Logo, Tartaglia também havia encontrado solucdes
para equagdes daquela forma. Para fazer isso, ele estende a ideia de completar
quadrados discutida anteriormente para equagdes quadréticas, para trés dimen-
sdes. Tome o seguinte exemplo,

x>+ 9x = 26 (5.1.9)

E possivel pensar em x*> como o volume de um cubo de lados x em que se

adicionado um volume de 9x, o resultado é 26.
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Se tomado o cubo de volume x° e estendido seus lados por y, assim, é encon-

trado um cubo maior de lados z = x + y.

Com isso, o cubo original foi expandido de forma que o volume adicional
pode ser decomposto em 7 novas formas volumétricas.
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Tartaglia entdo decide reagrupar todas as formas novamente, mas desta vez
em um tnico bloco(excluindo o cubo original de volume x, em que um lado tem
valor de 3y, outro z e altura, x. O que implica que seu volume seria dado por,

V = 3yzx (5.1.10)

O que permite fazer a igualdade,

3yzx =9x <= 3yz=9 (6.1.11)

Pela equacdo (5.1.9) é perfeitamente plausivel adicionar a ela o volume de
y®, 0 que permite também de acordo com as relagdes do capitulo 02, chegar ao
seguinte,

B4ty =26+y° (5.1.12)
22 =26+1° (5.1.13)
O que leva ao sistema,
3 _ 3
{Z =26+y (5.1.14)
3yz =9
27

N AN Y426 == (5.1.15)

y Y
y® + 26y =27 (5.1.16)

A uma primeira vista, parece que o problema foi se tornou desnecessaria-
mente mais complicado, porém, se o leitar pensar na equagdo (5.1.16) e no termo
y® como uma nova variavel, o problema se trata simplesmente de uma equacéo
quadratica.

() + 26y° = 27 (5.1.17)
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Assim retornando ao mesmo problema de completar quadrados anteriormente
resolvido no exemplo da equacdo (5.1.4), em que resolvendo, y = 1 = z =
3 = x = 2. Tartaglia ndo escreve o algoritimo para resolver tais equa¢des da
forma que é conhecida hoje, mas sim como um poema.

Quando o cubo tem coisas anexas

Se ele se iguala a algum niimero discreto

Dois outros diferentes sdo encontrados nele
Entdo vocé terd isso como costume

Que o produto deles sempre seja igual

Ao terceiro cubo das coisas puro,

O resto geral

De seus lados ciibicos bem subtraidos

Serd sua coisa principal.

No sequndo destes

Quando o cubo ficar sozinho

Vocé observard esses outros contratos,

Vocé fard duas partes desse niimero

De tal forma que uma se produza na outra diretamente
O terceiro cubo das coisas em linha reta
Dessas, entio, por convengdo comum

Vocé terd os lados ciibicos juntos

E tal soma serd sua idéia.

O terceiro entdo de nossos cdlculos

Se resolvido com o segundo, se vocé olhar bem
Que por natureza sio quase juntos.

Esses foram encontrados, ndo com passos lentos
Em 1500 e quarenta e trés

Com fundamentos bem firmes e corajosos

Na cidade a beira-mar.

Mas o caso geral de equagdes cubicas ainda ndo havia sido resolvido, e ma-
tematicos de toda Itélia estdo sedentos de curiosidade pela solucdo de Tartaglia,
especialmente Gerolamo Cardano(1501 — 1576). Até que Tartaglia conta a Car-
dano seu metédo, porém sob um juramente de que Cardano jamais contaria a
ninguém, ndo publicaria em nenhum lugar e nunca escrever sobre, a ndo ser que
fosse em cifras.

Mas Cardona era ambicioso, e tinha como principal objetivo encontrar a so-
lugdo para a equagdo ctibica completa, o que ele de fato, acaba realizando. Se na

equacdo (5.1.1) x for substituido por x — 35 entdo todos os termos quadraticos

se cancelam, transformando assim, qualquer equagdo ctbica completa, em uma
equagdo cibica depressiva.

2bx?2  b* x  bx?  2b%x BB 20%x BB
3 2
_ 2ot bx bt Abtx 0 2 20X Y g (5118
Bty Ty vy T T T Toz T (5.1.18)
b2 26 be
3 . _ =
ax® + (c —Sa)x+d+ =5 =0 (5.1.19)

Mas infelizmente Cardano fez um juramento solene de que jamais publicaria a
descoberta sobre ciibicas depressivas de Tartaglia. Porém em 1532 Cardano conhece
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um matemadtico, que por acaso, era o afilhado de Scipione Del Ferro, aquele que
antes de sua morte deu suas solugdes para Antonio Fior. Assim, Cardano encon-
tra as solugdes no antigo caderno de Del Ferro, o que ja condizia com a solucao
de Tartaglia por décadas antes. Entdo agora, Cardano pode publicar uma solu-
¢do completa para equagdes ctibicas sem prejudicar seu jurado a Tartaglia. Anos
depois Cardano publica "Ars Magnae - The Great Art".

HIERONYMI CAR

DANI, PRESTANTISSIMI MATHE

MATICIL PAHILOSQPHNL AT MEDIC I,

ARTIS MAGNA,

S8IVE DE REGVLIS ALGEBRAICIS,
Lib.unus. Qui& rotius operis de Arithmerica, quod
OPVS PERFECTVHM
inferipficeltin ordine Decimus.

Abes in hac Iibro, fbodiofe Ln&urﬂcﬂlu Alpebraicas ¢ Teali, dela Col
fa vocantd nowls adinuentionibus ac demonitratinnibug b Authore ita
locupletatas,ut pro pavculis ancea uulgd mritls.fam fepruagina esalering, Mes
tpl’oﬁm 3 b vmuns nepmerus aleerd,aue dive und uenem edam,ubiduo duobus,
auc fres uni gauales Rierinfnodum explicant. . Huneale libnemideo feors
fim edere placuit,us hoc abltrufifsime, & plané inexhaulto tovius Arithmerd
< thefzira in lucern cru:n-,&::_]:.uﬁ:'n theatro quodam omnibus ad fpectan
dum expofite, Lectores inclraréur, ut reliquos Operis Perfedtilibros, qui per
Tomos edentur,tanto auidius ampledtanturac minore faftidio perdifcant,

Ars Magnae publicado por Cardano.

Porém houveram problemas. Enquanto Cardano escrevia Ars Magnae, ele
acabou por se deparar com equagdes que ndo poderiam ser resolvidas no modo
usual, como por exemplo,

x> =15x + 4 (5.1.20)

Colocando a equagdo (5.1.20), tem-se como resultado uma solugdo que re-
torna a raiz quadrada de niimeros negativos.

3l d az 3 3l d a3
stV w2 V1w (-121)
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4 42 15 )4 42 15°
—\zT Vs w2z Vi > 612)

— \3/2 + V121 4+ y/2 — V=121 (5.1.23)

Cardano e Tartaglia juntos revisam todo o problema para verificar o que havia
de errado, ja que raizes eram definidas apenas para ntimeros maiores que zero.
Voltando a todo o pensamento geométrico tridimensional, tudo funcionava per-
feitamente, porém quando trabalhado o passo seguinte em termos de quadrados,
um suposto paradoxo geométrico surgia. Cardano encontra parte de um qua-
drado que deve ter ared igual a 30, mas ao mesmo tempo, lados de tamanho 5,
como isso implicaria que o quadrado teria ared completa de 25, logo para comple-
tar os quadrados seria necessdrio adicionar uma ared negativa de —5(???). Essa
ndo seria nem a primeira e nem a ultima vez que raizes de niimeros negativos
apareceriam na matemaética. Em Ars Magnae, Cardano lista o seguinte problema.

Ache dois ntimeros que quando somados resultam em 10 e quando multipli-
cados, 40. Combinando estas equagdes na equagdo quadratica,

{x +y=10 (5.1.24)
xy =40

y=10—x = x(10 —x) =40 <= x> +40 = 10x (5.1.25)

Porém se colocado na solugdo da equagdo do 2° grau, as solu¢des possuem
raizes quadradas de niimeros negativos.

M VU \/(;10)2 —4 10 v 51vTT5 (5.1.26)

Matemadticos comegaram a entender que sempre que uma raiz negativa viesse
a aparecer, significaria que existe solugdo para tal equacdo. Porem, especifica-
mente, por exemplo, para a equagdo (5.1.20), x = 4 é uma solugao.

43=15-44+4 < 64 =064 (5.1.27)

Mas como Cardano nédo sabia como responder porque para essa equacao ainda
havia uma solugdo real, ele simplesmente evita falar de tal problema em um sua
obra. Mais tarde, o engenheiro italiano Rafael Bombelli(1526 — 1572) inicia de
onde Cardano parou. Abismado pela geometria impossivel que estes nimeros
implicariam, ele acaba por achar um caminho pelo meio de tanta bagunca. Ele
acaba por deixar que raizes de niimeros negativos sejam uma especie de novo nu-
mero. Bombelli assume que os dois termos nas solugdes de Cardano podem ser
expressos como uma combinacdo, de um numero usual, com essa nova especie

de ntiimero.
\3/ 24+ v/—121 4 y/2 — V=121 (5.1.28)
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(5.1.29)

V24 V—121 =a+by/—1
V2 —+/—-121=a—by/—-1

Agora, envolvendo a raiz quadrada de —1, Bombelli descobre que que as duas
raizes ctibicas nas equagdes de Cardano sdo equivalentes a duas, £+v/—1.

(5.1.30)

V2 v-121=2++v—1
e

Tomando o passo final e somando ambas as solugdes,

que era exatamente o resultado esperado. Nos seculos sub seguintes, a ma-
temética moderna comega a tomar forma. Nos anos 1600, Frangois Viete(1540 —
1603) introduz toda a notagdo moderna que é usada para a dlgebra, encerrando
assim, um ciclo de que resolver problemas de matematica significava desenhar fi-
guras e fazer descri¢des por meio de palavras. Anos depois, René Descartes(159671650)
faz amplo uso dos niimeros com raizes negativas, chamando-os de imagindrios,
motivo este que fez com que Leonard Euler(1707 — 1783) introduz a unidade
destes niimeros como i tal que i = v/—1. Quando entdo combinados com os nu-
meros usualmente conhecidos como reais, eles formariam os niimeros complexos.
Ntmeros complexos entdo, sdo necessarios porque sem eles a dlgebra matema-
tica estaria incompleta, j& que pelo teorema fundamental da dlgebra® para toda
equacdo quadratica, sempre devem existir duas solu¢des. Mas antes de adentrar
na matemadtica propriamente dita, se vocé ainda ndo percebeu, niimeros com-
plexos ndo existem na natureza, ate porque ninguém consegue medir uma porta
com 180i cm de altura. Por que utilizados de alguma forma na descrigdo de siste-
mas fisicos? Como vocé vera ao longo da carreira, eles podem ser utilizados para
descrever movimentos periédicos, radia¢do eletromagnética e mecanica quantica,
por exemplo.

5.2 Definindo Nimeros Complexos e Propriedades

Antes de tudo é necessdria a introducdo da ideia do que é par ordenado de ma-
neira mais formal. Seja R o conjunto dos nameros reais, entdo o produto cartesi-
ano R X IR, é definido como,

Defini¢do 5.1 (Conjunto dos Pares Ordenados Reais.).

R x R = R? = {(x,y) € R?

x,ye]R}

Em que (x,y) sdo os chamados pares ordenados, i.e, o conjunto de elementos
que constituem o espago bidimensional dos reais, definido. Com isso, se torna
possivel definir o conjunto dos ntiimeros complexos.

6Se ndo souber o que enuncia o teorema fundamental da algebra, ndo se preocupe, néo é o
foco da discussdo, é suficiente que vocé saiba o que foi dito em seguida, pode servir como uma
provocacdo a sua curiosidade, sinta-se a vontade para pesquisar sobre.
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Defini¢do 5.2 (Conjunto dos Nimeros Complexos.).

C:= {ZEC = z:(x,y)‘z:x—l—iny,yE]R}

Note pela definicdo acima do conjunto dos complexos que R consequente-
mente é um subconjunto de C, ou matematicamente, R C C.

Essa é a nogdo basica que deve-se ter no que se diz respeito aos complexos.
Geometricamente, isso quer dizer,

y N
z = (xy)
y=0Oyp-—- '
i= (14 i
x = (0,%) > x

Representacdo em coordenadas dos ntiimeros complexos no plano de
Argan-Gauss.

Veja entdo que a representacdo em coordenadas de z = x + iy, implica que
cada termo funciona como uma componente do plano de Argan-Gauss, compo-
nentes essas que recebem o nome de partes reais e imaginaria, respectivamente,
tal que x = Re(z) e y = Im(z).

Exercicio 5.1:

Com a representa¢do dos ntimeros complexos no plano de Argan-Gauss re-
flita o seguinte. Quando multiplicado i - z, isso resulta em, i - z = —y + ix, mostre
as consequéncias geométricas disso no plano de Argan-Gauss. Isso equivale a
rotacionar a posi¢do de z em quantos graus?

Exercicio 5.2:

No plano de Argan-Gauss acima, o numero imagindrio i, esta escrito como
i = (0,1). Sabendo que o eixo y corresponde ao eixo imagindrio e o eixo x ao eixo
real, o que significa i estar representado dessa forma? o que acontece geometri-
camente se vocé fizer i - i?

Existe uma propriedade em particular dos nimeros complexos, que é a exis-
téncia de seu conjugado, mas por termos de praticidade, devemos definir o con-
junto complexo conjugado, e assim os niimeros complexos conjugados virdo como
consequéncia. Veja:

Definig¢ao 5.3 (Conjunto Conjugado dos Ntimeros Complexos.).

C*:= {z* €eC’ <<= z"¥ = (x,—y) z:x—iny,yEIR}
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A partir disso, note entdo que podem ser estabelecidas as seguintes rela¢des,

z+z" = 2Re(z) (5.2.1)
z —z% = 2ilm(z) (5.2.2)
z=z" <= z€R (5.2.3)

Exercicio 5.3:

Dadas as trés equagdes acima e definicdo do conjunto complexo conjugado,
demonstre as trés equacdes acima.
Exercicio 5.4:

Desenhe a forma geométrica de z* e compare com z, qual a relagdo geométrica
que um tem com o outro?
Exercicio 5.5:

Faca para z* o mesmo que foi feito no exercicio 5.1.
Exercicio 5.6:

Faca para z* o mesmo que foi feito no exercicio 5.2.

E possivel agora, assim como j4 foi feito para ntimeros reais, definir o modulo
de nimeros complexos.
2.2 = (x4 iy)(x—iy) =2+ 1? = |z =22+ (5.2.4)

De forma que agora, finalmente as propriedades algébricas podem ser estabe-
lecidas.”

r

Propriedades Algébricas:
i.Soma:zy+zy = x1+iy; +x2+iya = x1 +x2 +i(y1 + y2)
ii . Subtragio: zy — zp = x1 + iy — X2 — iyp = x1 — X2 +i(y1 — Y2)
iii . Produto: z1zy = (x1 + iy1) (X2 + iy2) = x1X2 — y1y2 + i(y1X2 + x1Y2)

iv . Divisdo: 2 _ N + Y2l j l(yzle — XoY1)
ol X7+ Y1

Exercicio 5.7:

Demonstre passo a passo, a propriedade algébrica da divisdo apresentada.
Exercicio 5.8:

Sejam z; = 8 + 3i e zp = 1 — 2i. Calcule o resultado de cada uma das proprie-
dades algébricas para estes dois ntimeros.

5.3 Unidade Imagindria

E chamado de unidade imaginaria, o nimero i, em que como ja é de conheci-
mento, i = v/ —1. Isso implica entdo que uma propriedade direta é que,

7 Algumas dessas propriedades algébricas podem ser um tanto quanto feias, o objetivo nao é
que vocé memorize e decore todas elas, mas que aprenda a manipula-las corretamente.
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i?=-1 (5.3.1)

o que imediadamente, implica também que i? i = i° = —i; > -i = i* = 1;
i*.i = > = —i e assim por diante. Um padrao pode entdo ser percebido para

qualquer n-ésima potencia através dessa iteracdo, comn € N 8

o —1 ; népar (5.3.2)
| —i ; néimpar o

E consequentemente, de forma geral, também Vn € IN,

=1 (5.3.3)
Al = (5.3.4)
2 = 1 (5.3.5)
A2 = (5.3.6)

Exercicio 5.9:
Demonstre as equacdes 5.3.3 a 5.3.6.

5.4 Forma polar

Devido ao fato de nimeros complexos possuirem uma interpretacdo direta como
pontos em R?, e consequentemente, vetores partindo da origem até um ponto
em particular, é possivel escreve-los por uma mudanca de coordenadas, cada
ponto em funcédo de (r, ¢), através dessa mudanga de coordenadas?, os ntiimeros
complexos ficam na sua conhecida forma polar.

yl\

N
rd

X

Representacdo em coordenadas polares dos nimeros complexos no plano de
Argan-Gauss.

8Note que aqui estou utilizando da defini¢io dos naturais em que o numero 0, no faz parte
do conjunto.

91sso significa apenas que mudamos as varidveis para descrever nosso sistema, que nesse caso
é apenas um sistema matemadtico, antes a descricdo era feita em termos de (x,y) e agora em
(r,¢), frequentemente mudancas de coordenadas sao feitas na fisica para facilitar a descri¢do do
problema.
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Em que pode ser verificado facilmente que 1> = x? +y?, ie, r > 0 Vz =
x+iy # 0;cosp = %; sin¢g = %, logo,

z=x+41iy =rcos¢ +irsin¢ = r(cos¢ + isin¢) (54.1)

O angulo ¢ é chamado de argumento do nimero complexo z e o raio r é equi-
valente ao modulo do numero complexo em questdo, ou seja, r = |z|.

Uma consequéncia, que infelizmente, pela falta de ferramentas matematicas'?,
ainda ndo pode ser provado aqui, é que dado qualquer ntiimero complexo na sua
forma polar, z = r(cos ¢ +isin ¢) e também e sendo o numero de Euler, com isso,

e’ = cos¢ +ising = z = re'? (5.4.2)

Isso permite mostrar rapidamente uma relagdo conhecida na matemdtica como
identidade de Euler. Se por acaso, ¢ = 7, entdo ¢'”* = cos 7t + isin T = —1, logo,
e +1=0 (5.4.3)

Vale notar que o complexo conjugado de um numero complexo na forma po-
lar, é z = re'? «— z* =re ¥

Exercicio 5.10:
Explicite como ficam as propriedades algébricas dos ntimeros complexos em
sua forma polar.

O motivo da escrita na forma polar é que opera¢des como a potenciagdo e
por consequéncia, radiacdo se tornam mais simples quando dada a formula de
Moivre. Eis o enunciado dos teoremas de de Moivre.

Teorema 5.1 (Primeiro Teorema de Moivre). Dado um numero complexo z =
r(cos ¢ +isin¢) # 0 e um numero n, t.q, n € Z, entdo,

z" = r"(cos ng + isinng)

Teorema 5.2 (Segundo Teorema de Moivre). Dado um numero complexo z =
r(cos ¢ +1sin 4)) eumnumeron > 2,t.q,n € IN, entdo existem n raizes enésimas
de z que sdo da forma:

zp = {l/?[cos (%_'_kZ?n) +isin <%+k27ﬂ>]
Emque /r e Ry, ke Z

Vamos entdo calcular as raizes cubicas!! de z = —1. Eu sei o que deve estar
passando na sua cabega "Raiz cubica de —1??? Obviamente é —1". E sim, vocé
esta certo, porem ndo é a tinica. Prosseguindo aos calculos, r = 1 e ¢ = 71, por se
tratarem de raizes cubicas, k = {0,1,2}, assim, pelo segundo teorema de Moivre:

19Encorajo fortemente vocé a pesquisar quais ferramentas estdo por tras dessa demonstragao,
como um estudante de inicio de graduacdo, ndo demorara muito ate que vocé tenha todo o ferra-
mental necessério.

HUma pergunta equivalente seria, qual numero multiplicado por si mesmo trés vezes, é igual
a—1
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Z =COsT +isin7t (5.4.4)

( T T 1 \/§

k:0:>zozcos§+zsm§ = E—HT
— (k=1= 2z =cosmt+isint = —1 (5.4.5)
57 511 V3
k=2 =08 — +isin— = 5 —i—~
\ — 2o Cos3 —I—zsm3 5 12
Outro exemplo seria determinar as raizes quartas de z = —8 + 8i\/3. Dire-
tamente, r = 16, ¢ = “ Pelo segundo teorema de de Moivre para as raizes

quartas, k = {0,1,2,3}

— 7z} = Z[COS <7€T + kg) +isin (% + k%[” (5.4.6)

(k:0:>zoz2(cos%—|—isin%):\/§+i

2 2
k:1:>21:2(cos?n+isin?n):—1+i\/§

(5.4.7)

7 7
k:2:>zzz2(cos?n+isin?ﬂ):—\/§+i

k:3:>23:2(c055?n+isin5?ﬂ):1—i\/§

Exercicio 5.11:
Interprete geometricamente no plano de Argan-Gauss o resultado dos exem-
plos acima.

Exercicio 5.12:
Dado z = —1 + /3, calcule z1%.

Exercicio 5.13:

Calcule </—64.

5.5 Funcdes Seno e Cosseno Hiperbdlicas

As fungGes hiperbolicas sdo os andlogos complexos das fungdes trigonométri-
cas usuais conhecidas ate entdo. De grande uso para a fisica, podem ser utili-
zadas para modelagem do potencial eletrostatico, para movimentos amortecidos
e como de se esperar, a lista ndo acaba, elas acabardo dando as caras com certa
regularidade.

As duas fung¢des hiperbdlicas fundamentais sdo, cosh ¢ e sinh¢. Mas antes
de defini-las propriamente, é necessario redefinir as fun¢des seno e cosseno. Pela
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formula de Euler, ¢/ = cos ¢ + isin ¢, e seu complexo conjugado, e =¥ = cos ¢ —
isin ¢. Somando e subtraindo ambos,

i 4 p—ip
cos¢p = % (5.5.1)
o _ p—ifp
ing=——— 5.2
sin ¢ 5 (5.5.2)
Veja entdo, que se por acaso, ¢ = i), consequentemente,
—0 4 o0
cos(if) = % (5.5.3)
—0 _ 0
sin(if) = % (5.5.4)

Permitindo definir as o seno hiperbélico e o cosseno hiperbélico, que sdo,

Definicao 5.4 (Seno e Cosseno Hiperbolicos).
cosh 0 := cos(if)

sinh smfz@)

Vo € R.

Tal que a relacdo fundamental agora é, cosh? § — sinh? 6 = 1.

Exercicio 5.14:
Sabendo que essas fungdes sdo andlogas as trigonométricas usuais, encontre
como sao definidos, tanh 6, sech 8, csch 8, coth 6, em termos das exponenciais.

Exercicio 5.15:

Estabeleca em detalhes a relacdo fundamental e suas derivagdes em termos
das outras fungdes hiperbdlicas.
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6 INTRODUCAO AO CALCULO DIFERENCIAL E
INTEGRAL

"Jovem, na matemdtica vocé nio
entende as coisas. Vocé se acostuma
com elas."

- John Von Neumann.

6.1 Um Pouco de Historia

Os problemas centrais por trds do calculo sao:

1. Encontrar a inclina¢do da reta tangente(gradiente) em qualquer ponto de
uma curva qualquer.
2. Encontrar a 4rea abaixo de uma curva qualquer.

A solugdo destes problemas foi inventada na Europa no século XVII, envolveu
matematicos da Franca, Inglaterra e Alemanha. Pierre de Fermat(1607 — 1665),
Isaac Newton (1643 — 1727), Gottfried Leibniz (1646 — 1716), todos os trés tiveram
um papel importante na sua criagao!? inicial.

Em 1629, assim como Descartes, Pierre de Fermat aplicou Geometria Analitica

para encontrar pontos de mdximo e minimo das curvas.

Pontos de méximo e minimo de duas curvas.

Fermat apresentou um algoritmo, sem alguma justificativa,'® para encontrar
méximos e minimos. Um dos exemplos utilizados por Fermat para mostrar este
algoritmo, foi o seguinte: Tomando a curva y = 2x* — x® dentro de um determi-
nado intervalo positivo.

yl\

12Note que foi colocado criagio, e nao descoberta do calculo. Isso porque existem fortes debates
filosoficos sobre se a matematica foi criada ou descoberta.

131ss0 significa que houve a utilizagdo de nenhum teorema, coroldrio ou identidades conheci-
das.
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Assumindo que x seja um ponto de méximo da curva y, entdo tomando um
ponto muito préximo a x, x + A por exemplo, entdo y(X) ~ y(x + A).

—2(x+ A= (x+A)°P =22 - = 4xA +2A%2 -3x°A —3xA2 - A3 =0
(6.1.1)
Pelo fato de A ser um numero muito pequeno, qualquer potencia de A sera
menor ainda! ou seja, os termos com A, A2, A3 viao a zero.
oy 4
— 4x — 3x :0<:>ng (6.1.2)

, 4
Logo, pelo método de Fermat, ha um ponto de maximo em x = 3

Isto 0 ajudou nos problemas subsequentes. Para encontrar retas tangentes,
Fermat considera o seguinte:

'TJ
o9

[ \al

v

Fermat entdo construiu esse diagrama para conseguir calcular uma ’camgente14
a parabola no ponto B. De acordo com a geometria Euclidiana, para que se cons-
trua retas é necessario um segundo ponto. Por isso, Fermat busca a intersecgao
do ponto E com o eixo horizontal. Isso implica diretamente na necessidade de
encontrar o comprimento EC. Para isso, considerando um segundo ponto na
tangente, o ponto F, que é bem préximo de B, mas também é bem préximo da
parabola. Assim, novamente se torna possivel adequar os valores de y e aplicar
o mesmo algoritmo descrito anteriormente para encontrar a inclinagdo da reta
tangente.

Restando entdo ao que diz respeito do problema da area, sob os métodos de
Fermat. Tomando como exemplo, assim como Fermat, a y = x" dentro de um
intervalo positivo.

4Em geral, neste ultimo capitulo, quando estiver escrito tangente, entenda como inclinagio da
reta tangente.
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Fermat divide o eixo x por um determinado numero de pontos proporcionais
a potencias de numero ¢, t.q, ¢ € (0,1]. Assim, ele constrdi retangulos sobre os
pontos, x, {x, e assim por diante. De forma que se torna possivel calcular as dreas
desses retangulos.

A soma das areas destes retangulos formam o que na matemadtica é usual-
mente chamado de sequencia, neste caso, uma sequencia geométrica infinita'.

Tomando entdo ¢ = 1, resulta que todos os retdngulos sdo infinitamente finos, de
x 1

forma que a sequencia mencionada se torna igual a, 1
n

Fermat enviou seus resultados para Marin Mersenne(1588 — 1648), que divul-
gou os resultados entre a comunidade matematica. Descartes os criticou bastante,
mas acabou aceitando os métodos de Fermat. Estes mesmos resultados também
foram enviados por Fermat a John Wallis(1616 — 1703), matemaético inglés que
em 1665 escreveu a obra Arithmetica Infinitorium, em que havia a formula para a
area sob a curva de y = x" e também inventou o simbolo do infinito(co) usado
ate hoje.

Essa obra de Wallis influenciou muitos matemaéticos da época, em especial,
Isaac Newton.

16

15Um exemplo de sequencia geométrica que vocé pode conhecer, é a progressdo geométrica.
Uma sequencia ser infinita significa apenas que ela possui infinitos termos.

160 fato de Fermat ter conseguido fazer isso sem inventar nenhuma matemética nova, como
fizeram Newton e Leibniz é surpreendente, pois como vocé vera mais adiante nesse capitulo,
essa é exatamente a integral de uma funcéo polinomial de grau #.
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Newton retratado por Godfrey Kneller, 1689

Isaac Newton nasceu em 1643, uma década depois de Fermat descobrir a en-
contrar areas e tangentes. De 1665 a 1666, foi a época da grande praga na Ingla-
terra, o que forcou Newton a voltar para sua casa em Lincolshire, o que acabou
sendo um de seus periodos mais produtivos. Foi durante este periodo que ele fez
avancos sobre o teorema binominal!”. Através do teorema binomial, Newton con-

1
seguiu investigar areas abaixo de curvas, por exemplo, a curvay = x2 Vx € [0, x|,

a drea neste intervalo, seria A = %x% e com isso ele conseguiu encontrar a taxa
de variacdo da 4rea da curva, que neste caso, a taxa de variacdo da 4rea em x, era
exatamente igual a altura da curva original.

Com isso, Newton descobriu como relacionar o problema da tangente com o
problema das dreas sob curvas. Isto é o que viria a ser, o Teorema Fundamental
do Cilculo.

Mas infelizmente a escrita de Newton em suas publica¢des estava de cheia de
conceitos dificeis e uma notagdo muito carregada.

Uma versdo mais clara entdo dessas ideias surgiu em outro lugar da Europa,
mais especificamente, na Alemanha. Gottfried Leibniz foi estudar na Universi-
dade de Leifzig em 1661. Era talentoso em muitas 4reas, como filosofia, teologia,
linguas, direito, e especialmente, matematica. Porem Leibniz acabou por se tor-
nar diplomata. Em uma de suas missdes diplomaéticas a Paris em 1672, acabou co-
nhecendo um famoso fisico da época, Christian Huygens(1629 — 1695), e estava
ansioso por aprender mais matematica com Huygens. Huygens entdo recomen-
dou estudar as obras de outros matematicos, como Blaise Pascal(1623 — 1662).
Tres anos depois, em 1675, Leibniz desenvolveu seu préprio método para deter-
minar a tangente as curvas.

Leibniz considerou toda linha curva como um poligono com infinitos lados
que sdo infinitamente pequenos.

yl\

v
=2

Tomando estes dois pontos conectados por um segmento de reta, em que este
segmento de reta é infinitamente pequeno. A partir disso é possivel entdo de-
terminar a tangente. A tangente pode ser visualizada como uma extensdo deste
mesmo segmento infinitamente pequeno.

170 teorema binomial sera citado algumas vezes ao longo deste capitulo e ate mesmo utilizado
mais adiante, entdo sinta-se livre para pesquisar de anteméo caso tenha interesse.
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t dx
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Assim, Leibniz chama o segmento na reta horizontal que vai do ponto em que
a reta tangente intersecta o eixo x ate o primeiro ponto explicito na curva, de t. De
forma que a pequena variacdo destes dois pontos em relacdo a x, é a diferenca dx
e a pequena variagdo destes dois pontos em relagdo a y, é a diferenca, dy. Entdo
por semelhanca de tridngulos, a inclinagdo da tangente &,

dy _y
=7 (6.1.3)

Restando a Leibniz apenas solucionar o problema da 4rea.
Para a drea abaixo da curva, Leibniz aplicou o mesmo modelo retilineo.

yl\
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X dx

Ha uma infinita quantidade de pontos presentes na curva. Tomando z indi-
cando a drea sobre a curva inteira, Leibniz entdo calcula o diferencial, a diferenca
de z. Porem ao fazer isso, o triangulo superior é negligenciado. Porém é possivel
mostrar que o triangulo é infinitamente menor que o retingulo. A diferencial de
Z € entao,

dz = ydx (6.1.4)

Porem note que essa variacdo na drea representa apenas o retangulo de base
dx, para calcular a 4rea completa abaixo da curva entdo, Leibniz soma todos os
‘dz’, o resultado sendo denotado por,

z= /ydx (6.1.5)
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O que também uma formulacdo inicial do Teorema Fundamental do Calculo.
Este simbolo na equagdo acima, como se fosse um S esticado foi inventado por
Leibniz para indicar o processo de somar areas, é por este simbolo que hoje indi-
camos uma integral.

O Calculo Diferencial e Integral é a ferramenta bésica e essencial por tras de
todo trabalho de um fisico. E por trds dessa nova linguagem que variagdes sdo
representadas, entdo, grandezas como, velocidade, aceleragdo, potencial elétrico
e muitas outras, sdo encontradas na forma de derivadas, e devido a liga¢do intima
e derivagdo e integragdo, as integrais acabam sendo frequentes na fisica também.
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6.2 Limites e Continuidade

Nesta segdo o conceito de continuidade serd apresentado, um dos mais importan-
tes e também quiga,mais fascinante ideia de toda matematica. Mas assim como
Dorothy em 'O Magico de Oz’, a trilha de tijolos amarelos possui um caminho a
ser seguida, entdo antes de devidamente dar uma defini¢do formal e precisa sobre
continuidade, é necessdrio primeiro discutir sobre isso de uma maneira informal
e mais intuitiva, para pegar o sentimento do que estd acontecendo.

Pois bem. assumindo que uma fungdo f, em um ponto p, tenha o valor f(p).
Entdo intuitivamente, a fungdo f é continua em p, se seu gréfico ndo apresenta
"salto" nesse ponto. Com isso, existem outras formas também informais de se co-
locar isso para um melhor entendimento. Uma maneira é que se qualquer ponto
x na vizinhanga de p, o valor da funcdo f(x) é muito préximo de f(p). Outra é
a seguinte, se deixarmos o ponto x se mover a p, entdo é esperado que os calores
correspondentes f(x) se tornem arbitrariamente proximos de f(p), indiferente a
maneira como x se aproxima de p. Isto é o que significa a fungdo continua nao
apresentar "saltos" repentinos, como na figura abaixo.

f@p=r ,
F77) I o
f(x)---% .
// X px > X >y

Gridfico de duas fungoes arbitrarias. O grdfico da esquerda, (a) possui uma
descontinuidade por salto. O grdfico da direita (b) possui uma descontinuidade no
infinito.

Veja que na figura acima no grafico (a), a fungdo mostra uma descontinuidade
em x = p, note que conforme x se aproxima de p pela direita, f(x) assume um
valor superior, enquanto conforme x se aproxima de p pela esquerda f(x) assume
um valor inferior. Porém vale notar que f(x) de fato se aproxima de f(p) pela
esquerda, enquanto pela direita f(x) se aproxima de um valor diferente de f(p).

Para o gréfico (b). perceba que diferente do gréfico (a), ndo ha nenhum "saltos"
ou "ponto faltando" no gréfico da fungdo. Porém conforme x se aproxima de zero,
tanto pela direita como pela esquerda, f(x) ndo se aproxima de valor algum. Os
valores de f(x) simplesmente crescem cada vez mais que x se aproxima de zero,
a fungdo "explode" para valores de x préximos de zero, quando isso acontece, é
dito que ha uma descontinuidade infinita naquele ponto, neste caso, em p = 0.
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> X

p
Gridfico de uma fungdo arbitrdria dentro de um intervalo, com descontinuidade no ponto
p.

Outro exemplo, é o grafico acima em que ndo se trata de nenhuma das duas
outras descontinuidades citadas. A funcdo f estd definida em todos os pontos de
seu dominio, exceto pleo ponto p, em que f néo estd definida.

No desenvolvimento dos primérdios do Célculo ndo havia qualquer trata-
mento no que se diz respeito a fun¢des descontinuas, ndo antes de J.B.]. Fourrier(1758 —
1830) comegar a trabalhar na teoria do calor, tornando necessario uma analise
mais precisa dos conceitos de fun¢do e continuidade. Em qualquer dicionario
popular a palavra ‘continuidade’ significa uma qualidade ou estado de estar con-
tinuo, enquanto a palavra “continuo’ significa possuir continuidade das partes, e
por mais que essas ideias parecam claras e intuitivas para a maioria das pessoas,
ndo é nenhum pouco obvio como uma boa definicio dessas ideias deveria ser
formulada. A chave inicial para isto estd em outro conceito, o limite.

Nesse contexto, efetivamente o que é analisado sdo tendencias, isso que a ana-
lise que estd feito é a de qual o valor L, da imagem de f, f(x) estard tendendo
conforme x percorre o seu dominio em diregdo a p. Simbolicamente, isto é escrito
como:

lim f(x) =L (6.2.1)

X—=p

Lé-se: "o limite de f(x) conforme x tende a p é igual a L". Por uma questdo de
visualizacdo, utilizando dessa ideia intuitiva, vamos calcular lirr}(x +1).
X—

> X

T
)

Grdfico da fungdo f(x) = x + 1, mostrando o limite em que x — 1.
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Pela figura acima, pode-se ver claramente que lin} (x4+1) = 2, que neste caso,
X—

é exatamente o valor da fungdo neste ponto.

2 -1
Outro exemplo utilizando da ideia intuitiva é o lin} 3; . Note que a funcao
xX— -
2
xc—1
ndo estd definida em x = 1. Como f(x) = T = x+1Vx # 1. Entdo,

lin}(x +1) = 2. Porém, o grafico da fungéo sera:
X—r

f/\

> X

1
Grdfico da fungdo f(x) = x + 1, em f ndo estd definida em x = 1.

Intuitivamente, é razodvel entdo que se f estiver definida em p e for continua
em p, entdo lim f(x) = f(p), e a reciproca também é vélida, ou seja,
X—=p

fé continuaem p <= lim f(x) = f(p) (6.2.2)

X—p
Porem note que se lim f(x) = L e se f ndo for continua em p, entdo L serd
X—=p

aquele calor que f deveria ter em p para ser continua neste ponto. Perceba no
grafico abaixo.

Gridfico de fungio qualquer com descontinuidade no ponto p.

Note que no chlin f(x) = L, f esté definida em p, mas L # f(p). L é o valor
p

que f deveria ter no ponto p, para ser continua em p.
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6.3 Seorgulhandodece/

"O cdlculo exigia continuidade, e
supostamente a continuidade exigia o
infinitamente pequeno; mas ninguém
conseguia descobrir o que poderia ser o
infinitamente pequeno."

- Bertrand Russel.

Agora que as nogdes intuitivas de continuidade e limite foram devidamente
introduzidas, chegou a hora de dar rigor a essas nogdes, i.e, dar defini¢des mais
precisar aos conceitos apresentados. O rigor ao formalismo é o que faz da mate-
matica uma ferramenta tao poderosa aos fisicos, assim como no portugués é ne-
cessdrio ter uma linguagem formal a depender do contexto, na matematica ndo é
muito diferente, muitas vezes apenas nog¢des intuitivas ndo sdo suficientes.

Definicao 6.1 (Continuidade em um Ponto). Sejam f uma fungio e p um
ponto, t.q, p € D Iz A fungdo f ¢ continua em p, se e somente se,

Ve > 0dado, 36(e) > 0; Vx € Dy, |x—p| <6 = |f(x) — f(p)| <e

Veja que pela notagdo modular,

x—p|<é <= p—-Id<x<p+d (6.3.1)

f(x) = fp)l <e = f(p) —e < f(p) < f(p) +¢ (63.2)

Formalmente, o que acabou se der feito foi uma classificagdo entre func¢des
que atendem essa propriedade e fun¢des que a ndo atendem. Para uma melhor
ilustracdo, tome as duas fungdes abaixo, f e g.

fA g/\

/\_/

<Y|------
KRV

Pela nogdo intuitiva apresentada obviamente f é continua e ¢ ndo o é, mas
vamos a uma analise formal. Para a fungdo f, se associarmos uma altura ¢ em
relagdo ao ponto f(p), tanto em cima quanto embaixo e consequentemente asso-
ciarmos larguras em relacdo p, de valor 6, tal que § = 6(¢)!®, graficamente isso é

18Note que que tanto na defini¢do de continuidade em um ponto e aqui, explicitamente foi
escrito que 6 = 4(¢), isso ndo significa que ¢ seja uma fungdo de ¢ como quando se escreve f(x),
mas sim, que de alguma forma J depende de ¢.

65



visto da seguinte maneira:

N

flp) + ¢
fp)

flp) — ¢

Veja que a funcdo f satisfaz a propriedade em que Ve dado, 36(¢) > 0, t.q,
f(x) permanece entre f(p) — ¢ e f(p) + € quando x percorre o intervalo aberto
p—9,p+6), Vx € Df. O que é completamente equivalente a definigdo de con-

tinuidade dada, logo f possui a propriedade de continuidade em em p'°. Entre-
tanto, a fungdo ¢ ndo satisfaz em p tal propriedade:

g/\

gp) + ef oo |
g(p)
glp) - ¢

Para o ¢ > 0 acima, $6(¢) > 0 que torne verdadeira a afirmagao,

"Vx€Df, p-d<x<p+d=g(p) —e<gx) <glp)+¢ (6.3.3)

Qualquer que seja 0 § > 0 que se tome, quando x percorrer o intervalo aberto
(p—9,p+9), g(x) ndo permanece entre g(p) —ee g(p) +¢.

A propriedade foi devidamente definida para um ponto p qualquer, t.q, p €
Dy. Porem se quiséssemos definir continuidade em um intervalo do dominio, i.e,
I C Dy, entdo f serd continua em I, se houver continuidade em todo p € I. Com
isso, a continuidade global de f também é simplesmente, se f for continua em
todo p de seu dominio.

Para pegar o sentimento desse formalismo, vamos provar que f(x) = 2x + 1
é continuaem p = 1.

A esséncia dessa demonstragao estd em mostrar que para cada ¢ > 0 dado, é
possivel conseguir um é(g) > 0, tal que,

1-d<x<1+d= f(1)—e< f(x) < f(1)+e¢ (6.3.4)

Note que isto ndo é uma prova, apenas um argumento grafico para vocé se acostumar com
defini¢do formal de continuidade.
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Lembrando que ¢ > 0 é dado, ¢é de interesse encontrar d(¢) > 0 de modo que
f(x) permanega entre f(1) —ee f(1) + ¢, enquanto x percorre 1 —d e 1+ 4.

=1l <d=|f(x)— f(1)| <e (6.3.5)
€

= [2x+1-3|<e <= [2x-2|<e <= 2]x—1| <& = |x—1|<2

Assim, dado € > 0, pode-se tomar (€) =

N m

k=1l <=3 = |f(x)— )] <e

Logo, f é continua em 1.

Exercicio 6.1:

Tente pensar vocé mesmo em como definir formalmente a descontinuidade
de uma fungdo em um ponto p.
Exercicio 6.2:

Prove que que qualquer fung¢do constante do tipo, f(x) = k; k € R, é continua
em todo p real.

Considere agora de uma forma mais geral, a fungdo afim f(x) = ax + b, tal
que, a,b € R, vamos provar que f é continua em todo p € R.

Primeiramente note que que se 2 = 0, f é uma fung¢do constante e entdo cai no
caso do exercicio 6.2. Supondo entdo que a # 0.

Clx—pl<d=lax+b—ap—b| <e <= |a|lx—p| <e (6.3.6)

Assim, Ve > 0 dado,

F0) = f)l <e = —pl < (637)
Entdo, tomando-se d(¢) = |Z—|
Sx—pl<d=|f(x)— f(p)| <ce (6.3.8)

logo, f é continua em p, e como p é arbitrario, entdo f é continua em todo o do-
minio, i.e, em todo p real, isto faz com que a continuidade va de uma propriedade
local a global.

Agora vamos dar uma olhada em uma fungdo que viole a defini¢do de conti-
nuidade em um ponto, i.e, seja descontinua em p. Sera que a

Flx) = {2, sex >1

1, sex<1

é continua em p = 1?
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Intuitivamente, é imediato que f ndo é continua por apresentar um salto em
p = 1. Mas para provar de fato que f ndo é, é necessario achar um ¢ > 0 para o
qual $6(g) > 0 que torne verdadeira a afirmacao:

WeDf 1-6<x<1+5= f(1)—e< f(x) < f(1)+e (6.3.9)

Pela definigdo da fungdo, f(x) = 1 parax < 1e f(x > 1) = 2. Pela necessi-

dade de encontrar um ¢ > 0, pode-se tomar 0 < € < 1, por acaso, € = 5 entdo,
Vo(e) >0

1-d<x<1l= f(x)=1 (6.3.10)

Porem, se f(x) = 1, a desigualdade f(1) —e < f(x) < f(1) + € estd errada,
logo 4(¢) > 0 que torne verdadeira a afirmacgéo, assim, f néo é continuaem p = 1.

Toda essa discussao foi feita para vocé se acostumar com defini¢do formal de
continuidade. Haverdo aqueles que apenas de ler a defini¢do achardo a discussao
feita até aqui, obvia demais, assim como haverdo aqueles que precisavam que
o dos tijolos amarelos fosse mostrado. Independente de qual situagdo vocé se
encaixe, vocé precisara entender este formalismo enquanto ingressante do curso
de fisica, por isso, exercite! como na fala de Von Neumann no inicio do capitulo,
vocé ird se acostumar com esses conceitos.

Exercicio 6.3:

Prove que f(x) = x
Exercicio 6.4:

Seja f continua em p e f(p) > 0. Prove que 3d(¢) > 0, tal que, Vx € Dy;
p—o<x<p+dé= f(x)>0.
Exercicio 6.5:

Seja f continua em p e f(p) < 0. Prove que 3d(e) > 0, tal que, Vx € Dy;
p—o<x<p+dé= f(x)<0.

2 ¢ continua.

Os exercicios 6.4 e 6.5 destacam uma propriedade importante sobre funcdes
continuas. Tal propriedade diz que se f é continuaem pe f(p) # 0, entdo 3é(e) >
0 tal que f(x) conservaré o sinal de f(p).
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que, € Df

Assim,

lim f(x) =L

X—=p

Ve >0, 39(e

=

Definicdo 6.2 (Limite de uma fun¢do em um ponto). Seja f uma fungio e p
um ponto, t.q, p € Dy. f possui limite L, em p, se, Ve > 0 dado, 36(e) > 0, tal

O<|x—p|l<éd=|f(x)—L|<e

O numero L, quando existe, é tinico e indicado por lim f(x) = L

X—p

)>0, t.q, € Df

O<|x—p|l<d=|f(x)—L|<e

Visualmente, isto pode ser mostrado em trés situagdes:

4

f(p)

/

L+ ¢

L= f(p)
L - ¢

v

/

N
rd

X

O grdfico (a) representa uma fungdo em que hd uma descontinuidade em p, entdo L
assume o valor que f(p) teria se f fosse definida em p. O grifico (b) mostra uma fungdo
na qual f(p) existe porém, p é um ponto de descontinuidade e entio, L # f(p). O
grdfico (c) mostra uma fungdo que é continua em todo pontoe L = f(p).

Note que hd uma semelhanca muito grande entre a defini¢do formal de conti-
nuidade em um ponto e a defini¢do formal de limite de uma fun¢do em um ponto.

Isso porque,
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f écontinuaemp <= lim f(x) = f(p) (6.3.11)

xX—p

Vale ressaltar que o limite de f em p ndo depende do valor®® que f assume
em p, mas sim dos valores que f assume nos pontos préximos de p. Quando for
de interesse descobrir o limite de f em p, basta olhar os valores que f assume em
um "pequeno'intervalo aberto em que p esta contido, ou seja, o conceito de limite
é algo estritamente local, diferente de continuidade, que foi mostrado que pode
possuir propriedades globais.

Agora, com uma visdo mais madura, recomendo fortemente que vocg, leitor,
volte ao exemplo de limite discutido na secdo anterior, faca a analise daquele
limite com a defini¢do formal. Treine os exercicios deixados aqui.

Devido aos objetivos dessas notas, as propriedades de limite e os limites fun-
damentais ndo serdo discutidos em completa profundidade mas elas serdo de
grande uso para resolver diversos tipos de limite, porém, vez ou outra poderdo
ser resolvidos se utilizado das propriedades e dos limites fundamentais.

Propriedades dos Limites: Se lim f(x) = L1 e lim g(x) = L,

x—p xX—p
i . Soma e Subtragio: )lclgr;)[f(x) +o(x)]=L1 L, = Jllgr}gf(x) + )lclg}yg(x)

ii . Produto por uma Constante: lim kf (x) = k-Ly = klim f(x); k € R

X—p X—p

iii . Produto: glci_r>r;7f(x)g(x) =L Ly = chli}]f;l]f(x) - lim g(x)

X—p

L
iv . Divisdo: lim M =1 sel, # 0
—=pg(x) Lo

Limites Fundamentais:

) . L . sinx . 1—cosx
i . Trigonométricos: lim —— =1lelim —— =0
x—0 X x—0 X

X—> 0

1 X
ii . Numero e: lim (1 + ;) =e

iii . Logaritmo Natural: lim
x—0

Exercicio 6.6:

Calcule liin k e prove pela definigdo formal o resultado de seu célculo.
x—=p
Exercicio 6.7:

Prove todas as propriedades listadas.

20Caso f seja definida em p.

70



Exercicio 6.8:

Sejam f, g e h, trés fungdes, tal que g(x) < f(x) < h(x). Se )lciirllgg(x) =
li_r>n h(x) = L. Prove que liin f(x) = L também, por meio da defini¢do formal de
X p X p
limite.

Exercicio 6.9:

Prove os limites fundamentais.
Exercicio 6.10:

Calcule os limites:

i. lim(3x — 2)

x—2

i . lim(5x° —8)

x—2

iii . lim (3x — 2)

x—2

i lim X 41
Vv . 1 —_—_———
xs-1x24+4x+3

lim\/}_1

V.x—>1 x—1
L 921
vi . lim

xﬁi% 3x+1

Exercicio 6.11:
Prove que
lim f(x) =L <= }llirréf(p—I—h) =L
%

X—p

Dentro do que diz respeito a limites ainda existe muito contetido a ser visto,
como, limites laterais, limite de fun¢des compostas, limites infinitos e muito mais!
Porem as ferramentas basicas foram dadas a vocg, leitor, para caminhar na trilha
pelo que resta.
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6.4 Derivadas

"Quem ndo se surpreendeu com o fato
de que a fungdo y = e*, como uma
fénix ressurgindo de suas proprias
cinzas, é sua prépria derivada?"

- Francois Le Lionnais.

Na primeira secdo deste capitulo foi apresentado um dos problemas que moti-
vou o surgimento do Célculo diferencial, foi o problema de como encontrar retas
tangentes a curvas e qualquer ponto. Pois bem, as ideias de continuidade de
limite prepararam o terreno para que as derivadas que sdo tdo recorrentes na
matematica e na fisica sejam entendidas devidamente.

Assim, considerando o problema de definir a reta tangente ao grafico de f
em um ponto (p, f(p)). Evidentemente, se o problema esta centrado em definir a
tangente em (p, f(p)), entdo essa reta deve passar pelo ponto (p, f(p)), a tangente
é entdo univocamente determinada se determinado o seu coeficiente angular?!.
Com isso, considerando entdo uma reta secante?? ao gréfico de f que passa pelos

pontos (p, f(p)) e (x, f(x)).
/\f

1) S .
F® - f)
Fo) |- Ao
—_— , : 5
7 p ¥

)~ f) 641
x—p
Entretanto, veja que quando mais préximo o ponto x for de p, menor sera o
tamanho x — p, ou seja, conforme x tende a p, o tamanho x — p tende a zero e
assim a reta terd apenas um ponto de intersec¢do com o gréfico de f, tornando-
a uma reta tangente, que na linguagem de limites, significa possuir coeficiente
angular:

m = lim M (6.4.2)
X—p X—p
Ou, tomandoh = x —p

i [P~ f(p)

21Se alguns termos estiverem frescos na mente, ndo tenha vergonha, volte alguns capitulos,
revise o que for necessério.
22Uma reta que intersecta a curva em dois pontos.
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Dessa forma a derivada pode ser definida em termos de um limite.

Defini¢ao 6.3 (Derivada de uma Func¢do em um Ponto). Seja f uma fungio e
p um ponto, t.q, p € Dy. O limite

x—p X—p
quando existe e é finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f'(p) ou
af
ﬁ X:p'
Assim,

af

| =f(p) = lim f(x) — f(p)

x=p X—p X — p

Se f admite derivada em p, entdo f é dita derivavel ou diferencidvel em p. De

forma geral f é uma fungdo derivavel ou diferenciadvel, se f for diferencidvel em
cada ponto de seu dominio.

Com efeito, se vocé sabe calcular limites também sabe calcular derivadas, cabe
entdo apenas exemplos para pegar o sentimento do que esta acontecendo.

Seja f(x) = k uma fungao constante, qual a sua derivada Vx € Dy?

Como f(x) = k, Vx € Dy por definicdo, entao f(x + h) =k, Vp.
:f’(x)—nmu—nmo—o (6.4.4)
S hs0 b hso o

Agora um exemplo um pouco mais dificil. Seja a fun¢do f(x) = x", tal que
n € R, qual a derivada de f em um ponto p qualquer?

| fpth) = F(p)

dx x=p h— h
Veja que f(p +h) = (p+ h)", pelo teorema binomial, 23

-1
flp+h)=(p+h)"=p"+np" h+ %p”zﬁ +..+h"+.. (645)

-1
y pn + npnflh + 71(712' )pn—ZhZ Y 1 T pn
— l1m -

4.
x=p h—0 h (6 6)

Colocando h em evidéncia,

L af
" dx

sh(np"~1 + Mp”_zh o R
= lim 2!

6.4.7
x=p h—0 h ( )

ZNovamente, vocé nao precisa a fundo o teorema binomial, apenas aceite o entenda minima-
mente o resultado e porque ele é usado.
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— limnp" 1 + MP”*Zh SRR (6.4.8)

h—0 2!

Todos os termos com o fator & vao a zero, logo,

af

I = limnp" ! = np" ! (6.4.9)

x=p  h—=0

Como ultimo exemplo, seja f(x) = sin x, sua derivada em um ponto p sera:

df |y S0(p 7)) —sinp (6.4.10)
dx x=p  h—=0 h
s lim sinpcosh +cospsinh —sinp
h—0 h
s i S0P cosh 4 lim sinficosp iy SIP
h—0 h h—0 h h—0
<= —lim sin p(1 = cosh) + cos p lim sinf
h—0 h h—0 h
. sinh
<= cosp lim
h—0
df
o = 4.11
Cdxlx—sp cosp (6 )

Mais uma vez o caminho das pedras foi mostrado, agora é a hora de praticar.
Derivadas do tipo polinomiais e trigonométricas aparecem com frequéncia, mas
ndo sdo as unicas.

Exercicio 6.12:

Seja f(x) = y/x. Calcule f’(2) utilizando do resultado geral obtido em (6.4.9)
e também resolvendo explicitamente pela definicdo da derivada como um limite.
Compare. Voceé esta correto?
Exercicio 6.13:

Seja f(x) = x2. Calcule (a) f'(1); (b) f'(x); (c) f'(3); explicitamente e depois
utilizando o resultado geral. Compare. Vocé esta correto?
Exercicio 6.14:

Mostre que f(x) = |x| é diferencidvel em qualquer ponto p # 0 e ndo é dife-
rencidvel em p = 0.
Exercicio 6.15:

Suponha f diferenciavel em p e seja p(x); x € Dy e x # p, dada por:

f(x) = f(p) + f'(p)(x = p) +p(x)(x — p)

Mostre que lim p(x) = 0.

X—p

A este ponto do campeonato deve estar bem claro que ficar calculando deri-
vadas explicitamente o tempo todo ndo é uma tarefa eficaz. Por isso existem pro-
priedades de derivacdo e derivadas de fun¢des que sdo tabeladas. Assim, sempre
que aparecer uma funcéo do tipo x", vocé leitor, saberd que f'(x) = nx"~! sem
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precisar passar por todo o processo mecanico novamente. Porém, mesmo com de-
rivadas ja tabeladas, é necessario enfatizar que é de bom uso que vocé demonstre
cada uma delas, ao menos uma vez na vida.

Propriedades das Derivadas: Sejam f e g derivdveis em p e seja k uma
constante real. Entdo, as fungdes f = g, kf e f - ¢ sdo derivdveis em p e
tem-se:

i .(Soma e Subtragdo): ()\f ) £ag(x > =Af'(x) £ag'(x); A,a €R

ii . Produto: < )/ x)+ f(x) - g'(x)
. (Quociente): ( z )l fix xﬁ;(x)f(x), seg(x) #0

iv . (Regra da Cadeia): (f(g(x))l = f'(g(x))g' (x)
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Tabela de Derivadas:
i.f(x)=x"= f'(x) =nx"n—-1

i . f(x) = |x| :>f’(x):%; sex #0

iii . f(x)=a"= f'(x) =a*lnx; Va:0<a<#1

1
xlna

iv . f(x) =log,x = f'(x) =

Ao ) = T = () = %

vii . f(x) =sinx = f'(x) = cosx
viii . f(x) = cosx = f'(x) = —sinx

ix . f(x) =tanx = f'(x) = sec’x

X . f(x) =secx = f'(x) = secxtanx

xi . f(x) = cscx = f'(x) = —cscxcotx
xii . f(x) = cotx = f'(x) = —csc®x
xiii . f(x) = arcsinx = f'(x) = ﬁ
xiv . f(x) = arccosx = f'(x) = — —11—x2
xv . f(x) = arctanx = f'(x) = 1_:3(2

Por mais que nao va ser provado nessas notas é vélido enunciar o teorema de
L'Hoépital, também conhecido como regra Regra de L'Hopital, que aplica-se ao

oo
célculo de limites que apresentam indeterminagdes do tipo 0% &
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Teorema 6.1 (Primeiro Teorema de L'Hopital). Sejam f e g duas funcoes dife-
rencidveis no intervalo aberto (p —r,p) eem (p,p+7r); r > 0 com g'(x) # 0.
Para0 < |[x —p| <. Se

lim f(x) =0 = lim g(x)

x—p X—p
/
e ilgr;j ;Ei; , entdo 3 jlcgr; é%, de forma que,
/
e f) ()

Teorema 6.2 (Segundo Teorema de L'Hopital). Sejam f e g duas funcoes dife-
rencidveis no intervalo aberto I = (m, p); ¢'(x) #0em L. Se

lim f(x) = +o00 = lim g(x)

X—p X—p
) g f()
31 ,entdo 3 lim ——, d ,
e xgr;}g,(x) entio xgr;}g(x) e forma que
f(x) f'(x)

gl g

Veja o poder destes teoremas para eliminar indeterminac¢des em limites, por

et +oo o . A
exemplo, 11r£ T = foo quee indeterminado, por[em por L'Hopital,
X—+00 X 00
e e
lim — = lim — =4
x—+o00 X x—+oo 1

Exercicio 6.16:
Prove todas as propriedades de derivada mostradas utilizando da definicdo
por limite.
Exercicio 6.17:
Prove cada uma das derivadas tabeladas.
Exercicio 6.18(Apenas para masoquistas):
Prove as duas regras de L'Hopital enunciadas.
Exercicio 6.19:
Calcule os limites utilizando dos teoremas de L'Hopital.

x° —6x3 +8x—3
m

T

! xl—>1 x4—1

e 1 1

ii . lim (— — — )
x—0 \x  sinx

fii . limys +co €" [e ~ (1 _ %)x]

iv . lim (1+%)x

X— 0

77



1 \xt1
v . lim (—)
x—o0 \Inx
Exercicio 6.20:
Pense e explique com suas préprias palavras, por que ndo é correto resolver o
limite fundamental trigonométrico utilizando da regra de L'Hopital.

Agora uma das ferramentas mais poderosas do célculo foi devidamente apre-
sentada, é a hora de algumas aplicagdes fisicas!

Que significa a frase: "velocidade em um dado instante t"? Reflita sobre isso
por um instante.

Para ilustrar isso, suponha que exista uma particula pontual se deslocando
na horizontal, que pode ser representado pelo eixo x, de forma que a fungdo de
posicdo no tempo é indicada por x = x(t).

Isso significa dizer que a fungdo x(t) fornece a cada instante a posicao ocupada
pela particula?*. A velocidade média da particula entre os instantes t e t + A é
definida como,

o x(t+At) —x(t)
B At

em que Ax = x(t+ At) — x(t) é o deslocamento da particula entre os instantes
t e t + At. A velocidade da particula em um dado instante t é definida como a
derivada da posicdo em rela¢do ao tempo,

o(t) = Z—f (6.4.13)

Om (6.4.12)

Ou, pela defini¢do por limite,

o) = tim x(t+ AtA) —x(t)

(6.4.14)

A aceleracdo dessa mesma particula em um instante ¢ é definida como a deri-
vada da velocidade em relacdo ao tempo.

_dv _d (dx> _ d*x (6.4.15)

W= = a\ar) = an

Isso significa que a aceleragdo em um instante ¢ é a derivada segunda da po-
sicdo em relagéo ao tempo, uma derivada de segunda ordem?. Aqui a nocao da
derivada como uma taxa de variagdo ganha mais significado, pois renunciando
o que foi dito, a velocidade em um instante t, ndo é nada mais do que a taxa de
variacdo da posigdo no tempo, em que At é muito pequeno, e o mesmo vale para
a aceleracao.
Exercicio 6.21:

Considere uma particula que executa uma trajetéria da forma x(t) = xo +
vot + At?. (a) Calcule a velocidade e aceleracio em um instante t. (b) Calcule a
velocidade em t = 4s.

24Vocé pode imaginar essa particula o deslocamento dessa particula, se preferir menos abstra-
¢do, como sendo simplesmente o para-choque de um carro em movimento.

PDerivadas podem existir em qualquer ordem, seja terceira, quarta e assim por diante ate a
n-ésima ordem, porem na fisica 0 mais comum sdo de ate segunda ordem por motivos mais avan-
¢ados que nao cabem nos escopo dessas notas.
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Frequentemente problemas similares aos do exercicio 6.21 aparecem nos cur-
sos de Fisica Bésica, seja de maneira mais leve ou com um maior grau de comple-
xidade.

Uma caracteristica de derivadas é como ela pode determinar pontos de ma-
ximo e minimo de fun¢des, tanto de forma local, como de forma global, basta dar
uma atenc¢do maior a interpretacdo geométrica das derivadas.

fl\

\/ if _ x

dx

Gridfico de uma fungdo f qualquer, mostrando os pontos de mdximo e minimo locais,
pontos estes em que a derivada primeira iguala a zero.

Essa propriedade é completamente utilizada ja que com certa frequéncia é de
interesse descobrir qual o alcance maximo de um langamento, qual o minimo de
energia de um sistema, qual a maxima velocidade de um projétil e etc. Porém
apenas calcular a derivada primeira, por vezes, ndo é suficiente, pois em geral
s6 se ganha conclusdes sobre o comportamento da fungdo na vizinhanga daquele
ponto, ou seja, maximo e minimos locais. Porém algo que a derivada primeira
fornece é sobre o comportamento da fungdo em termos de crescimento ou decres-
cimento em dado ponto p.

Exercicio 6.22:

Considere uma particula que se desloca ao longo do eixo x de acordo com

x(t) = %(1 — e_kt); t > 0ewuvgk > 0. (a) Qual a velocidade no instante t? (b)

Com argumentos fisicos e matematicos, justifique por que a fungéo é estritamente
crescente. (c) Qual a aceleragdo no instante t?. (d) Com argumentos fisicos e
matematicos justifique porque o grafico da fun¢do de posi¢do possui concavidade

para baixo. (e) Calcule lim (1 — e_kt)@.
t——+o0 k
Exercicio 6.23:

Considere o movimento circular de uma particula dado por x(t) = rcost;
y(t) = rsint, tal que r [e o raio. Qual a velocidade maxima e minima que essa
particula pode alcangar tanto na diregdo x como y?

Exercicio 6.24:

Considere uma particula no topo de um plano inclinado. Se essa particula
é lancada como um langamento obliquo do plano inclinado. Encontre o alcance
maximo que essa particula pode ter e o tempo que leva a percorrer a trajetdria.
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Uma das grandezas fundamentais na descri¢ao de sistemas fisicos é a "energia’.
Por vezes descrever um sistema via energias "contidas"nele é mais simples do que
resolver diagramas de forca e por fim encontrar a equacdo de movimento que
rege o sistema. Energia essa dita que pode assumir a forma de cinética, potencial
gravitacional, potencial eléstica, potencial elétrica, potencial mecénica e etc. E por
meio da analise de energia que pode vir a se tornar mais simples determinar se
uma particula se encontra em pontos de equilibrio estavel, instdvel ou até mesmo
nenhuma das opg¢des anteriores.

Os pontos de equilibrio sdo aqueles que extremizam a funcdo energia poten-
cial?®, isso significa que sdo pontos em que a energia potencial é maxima ou

minima. Matematicamente, isso é representado por — = 0 /. No entanto,

dx
determinado os pontos de equilibrio é necessario saber qual a natureza deste
ca . : d? :
equilibrio, estdvel ou instdvel. Para isso, calcula-se 72 O que graficamente é
x
representado pelo grafico de U(x).
u/\
x
du d*U
e =0 — >0
dx x=xg dx X=X

Gridfico do potencial de Leonard-Jones U (x) em uma dimensio, em que hd apenas um
ponto de equilibrio, que é do tipo estdtico, em que a derivada de sequnda ordem é positiva
naquele ponto.

Exercicio 6.25:
Uma particula move-se ao longo da direcao x sob o efeito de uma forga F(x) =
—kx + Kx?, onde k = 200N/m e K = 300N/m?. (a) Calcule a energia potencial

U(x) da particula sabendo que F(x) = —le—l;[, tal que U(0) = 0 e faga o grafico de
U(x) para —0.5 < x < 1. (b) Ache as posi¢des de equilibrio e discuta a estabili-
dade com suas préprias palavras.

Exercicio 6.26:
A energia potencial gravitacional de uma particula de massa m a uma distan-

GMm

cia x de um corpo de massa M é dada por U(x) = - Mostre que a forca

26Seja ela de qualquer natureza que for.
¥’Para forcas do tipo conservativas, vale que a forca resultante do sistema pode ser escrita como

F = — gy como pontos de equilibrio sdo aqueles em que a soma das forcas resultantes iguala
x
zero, faz sentido que essa derivada também iguale a zero.
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GMm
12
nal a partir de U? Reflita sobre isso e faga 0 mesmo para outros tipos de energia

potencial, como eldstica e mecanica.

gravitacional é F = — . Por que é possivel determinar a forca gravitacio-

6.5 Nocdes de Integral

"Frequentemente ouvimos que o
trabalho de um matemdtico consiste
principalmente em provar teoremas.
Seria o trabalho de um escritor apenas
escrever sentengas?"

- Gian-Carlo-Riota.

O outro problema que diz respeito ao coracdo do célculo é o problema das
areas sob curvas, a integragdo. Por mais que essa palavra até entdo ndo traga
nada de familiar dentro do que foi visto. Mas como visto na primeira segao deste
capitulo, os problemas da derivada e integral se conectam fortemente. Mas para
isso é necessério o seguinte coroldrio. 23

. , dF
Coroldrio 6.1. Sejam f e F duas fungoes continuas em um intervalo I. Se I

% Vx € 1, entdo dk € R, t.q,

Vx € I.

Este corolario agird diretamente no Teorema Fundamental do Célculo, este
coroldrio também, faz necessario que a nogdo de primitiva®’ seja enunciada.

Defini¢io 6.4 (Primitiva de Uma Funcao). Seja f uma funcio definida em um
intervalo I. Uma primitiva de f em I, é uma fungdo F também definida em I, t.q,

=)

Vx € 1.

A partir da defini¢do, juntamente com o coroldrio, sendo F uma primitiva de f
em I, entdo Vk € R, F(x) + k, também é primitiva de f em I. Consequentemente
pelo coroldrio, se duas fungdes tem derivadas iguais num intervalo, elas diferem
neste intervalo por uma constante. Com isso, as primitivas de f em I sdo as
fungdes da forma F(x) + k, com k constante. Entéo,

2Um corolério é simplesmente a forma "fraca"de um teorema. Nao é uma afirmagao tao forte a
ponto de poder se caracterizar como um teorema e pode deduzido a partir de algumas afirmacdes
anteriores.

2Spoiler: uma primitiva pode também ser chamada de anti-derivada, em breve sera entendido
0 porque
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y=f(x)+k keR (6.5.1)

é a familia das primitivas de f em I. Para representar isto na nota¢do mais
compacta e moderna, a familia de primitivas é representada por,

/f(x)dx =F(x)+k (6.5.2)

A fungdo f é chamada de o integrando. Uma tnica F é denominada integral

indefinida de f, porém o mais comum é se referir a / f(x)dx como a integral
indefinida de f.3°

Veja por exemplo que / x"dx # —1 é mais simples do que parece. Pela

defini¢do de primitiva,

d 1 n+1 n n 1
—(——x —x"—= [x"dx=——x"T'+k keR 6.5.3
dx (n +1 > / n+1 (65.3)

Note que maravilha! A integracdo se comporta como uma operacdo inversa a
derivacdo e vice-versa. Se F for conhecida, automaticamente é possivel determi-
nar f.

Assim como a derivada, a integral possui fortes caracteristicas geométricas,
pela sua aplicacdo ao calculo de areas, que é a maior preocupacdo aqui e também
por sua aplicacdo continua na fisica, por exemplo, calcular o trabalho exercido
por uma forca varidvel. Como visto na se¢do 6.1, uma das formas de obter a 4rea
abaixo do grafico de uma fungdo é via aproximacao de retangulos, i.e, serdo adici-
onados infinitos retangulos, infinitamente finos até que toda a area desejada seja
preenchida. A sutileza por trds deste argumento estd justamente na afirmacao
"infinitos retangulos, infinitamente finos", isso significa que quanto "maior"o nu-
mero de retangulos, melhor se torna a aproximagdo da drea. Matematicamente
isso pode ser afirmado como: "Basta tomar o limite da soma da area dos retangu-
los quando o nimero de retangulos tende ao infinito".

300 dominio da fungao f que ocorre em / f(x)dx devera ser sempre um intervalo; nos casos

em que o dominio nao for mencionado, ficard implicito que se trata de um intervalo.

82



Imagens/intl.png

Aqui entra o conceito de particdo de um intervalo. Considerando um inter-
valo [a, b] divido em n partes, i.e, particionado.

A amplitude de cada intervalo, serd Ax; = x; — x;_1, se a particao for regular
i i i—1
b—a . . . . . .
Ax; = —— Vi. Porém isso ndo é completamente necessdrio, por mais que seja
n

mais simples ter uma partigdo regular. Sendo a particdo tomada, irregular, isso
implica que existe Axpsx vai indicar a maior das partes. Assim uma partigdo

P= {xl, X9, ..., xn} de [a, b] é indicada por:

P:= {a =x1 <X < .<xp= b} (6.5.4)

Isso implica diretamente entdo que existirdo n retangulos de base Ax;, com
respectivas alturas f(A;) distintas, em que A; € [x;_1,x;]. A soma da drea destes
retangulos sera,

i=1

Se f for continua em [g, b], entdo tomando o limite em que maxAx; — 0 im-
plica que n — oo, pois quanto menores todos os Ax; maior o numero #.

— lim f F(A)Ax; =L (6.5.6)

maxAx;—0 i—
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Tal numero L, quando existe é inico e denomina-se integral de Riemann de f
em [a, b, indicada por:

n

b

x)dx = lim Ai)Ax; 6.5.7

/a f( ) méxAxi%Oizzlf( l) ! ( )

Veja que da mesma forma que as primitivas sdo utilizadas para obter as inte-

grais indefinidas, o mesmo é feito com as integrais definidas, porém sem a cons-

tante de integracdo devido ao fato de que o intervalo se torna explicito. Isso
apenas é possivel devido ao Teorema Fundamental do Caélculo.

r

Teorema 6.3 (Teorema Fundamental do Calculo). Se f for integrdvel em [a, b]
e se F for primitiva de f em [a, b], entdo,

b
/ﬂ f(x)dx = F(b) — F(a) = [F(x)]
Vx € [a,b]

O exemplo mais simples é de uma fungdo polinomial, por acaso,

2
/ 2dx (6.5.8)
1

1 F 3
Como F(x) = =x3 é primitiva de f(x) = x2, j4 que ar _ ~x2 = x¥2. Com
3t P Jaque Gy T 3

efeito, pelo Teorema Fundamental do Célculo,

2 1.2 8 1 7
2 3
dy = | = ‘ _o_-_7 6.5.9
/1xx [3’41 3733 (6.5.9)
2

Isso significa entdo dizer que a drea sob o gréafico da fungdo f(x) = x“ no

intervalo [1,2] é 3
7T
Outro exemplo, ndo tdo complicado, porém comum §é, / sinxdx. Como

0
dF
F(x) = —cosx é primitiva de f(x) = sinx, pois — = sin x, pelo Teorema Fun-

dx

damental do Caélculo,
7T
/ sinxdx = [—cosx]0" = —cost+cos0=(—1)-(-1)+1=2 (6.5.10)
0

Bom, entdo é s6 isso? Nao, assim como qualquer assunto, integrais podem
se tornar tao dificultosas quanto se queira, entdo por isso, assim como as deri-
vadas, existem certas propriedades seguidas pela integral e integrais de fun¢des
conhecidas, i.e tabeladas.
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Teorema 6.4 (Propriedades da Integral). Sejam f e g integrdveis em [a,b] e
A, € R. Entdo,

i . Af + g éintegrdvel em [a,b], entao,
b
a

/ab[Af(x) +ag(x)]dx = A /abf(x)dx + ,x/ o(x)dx

b
ii . Se f(x)>0em [a,b],entﬁo/u f(x)dx >0

iii . Sec €|a,b[e f éintegrdvel em [a,c] e [c,b].

[ feax = [ feax+ [ foe
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Tabela de Integrais:

x"+1
i . "dx = k
1 /x X n—i—1+

% ./1dx:1nx+k
X

iii ./exdx:ex-i-k

ax
iv ./axdx= +k
Ina
v ./sinxdx: —cosx+k
vi ./cosxdx:sinx+k
vii ./tanxdx:1n|secx| +k
viii ./sec2 xdx = tanx + k

X ./csczxdx: —cotx +k

X ./cotxdlen\sinx| +k
1
xi . /\/ﬁdx:arCSin§+k

.. 1 1 X
xii ./mdx = Xarctanx—i—k

As equagdes ja conhecidas por vocé leitor, que aparecem na fisica, mesmo que
de foram disfargada, sdo o que formalmente sdo chamadas de equacoes diferen-
ciais. Isso apenas quer dizer que sdo equacdes em que hd derivadas envolvidas,
e consequentemente taxas de variagdo do sistema fisico. A depender da equa-
¢do diferencial, para resolve-la basta aplicar o método mais simples possivel, ou
seja, integrar quantas vezes forem necessarias. Por exemplo, a equacdo (6.4.13),
se caracteriza como uma equacdo diferencial, para resolve-la, basta integrar com
respeito ao tempo, no caso, dt.

B dx dx

o) =2 = Edtz/v(t)dt — x(t) =/v(t)dt (6.5.11)

e 0o mesmo pode ser feito para a aceleracdo em relagdo a velocidade.

Exercicio 6.27:

Prove o corolério enunciado nessa secéo.
Exercicio 6.28:

Prove o Teorema Fundamental do Calculo.
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Exercicio 6.29:
Prove todas as propriedades de integral listadas
Exercicio 6.30:
Prove todas as integrais listadas na tabela
Exercicio 6.31:
Prove o corolédrio enunciado nessa secao.
Exercicio 6.32:
Demonstre em detalhes, em uma dimenséao espacial, que é o Teorema Trabalho-
Energia Cinética é vélido.

mo?

W = AT moy i
I W)

Vale lembrar que o trabalho é definido como W = / Fdx em uma dimensdo

espacial e que F = ma.
Exercicio 6.33:
De acordo com a lei da gravitagdo de Newton, o planeta Terra, que possui

massa M, atrai uma particula de massa m com uma forca de intensidade, f(r) =

Gr_z' Em que r é a distancia da particula ao centro da Terra. Suponha, agora,

que a particula seja lancada da superficie da Terra com velocidade inicial vy > 0
e que a Unica for¢a atuando sobre ela seja a gravitacional. Mostre que o menor

; < ., [2GM
valor de vy para que a particula ndo retorne a Terra é =
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O Fim da Jornada

E aqui chega ao fim. Infelizmente, tudo que é bom acaba e este é o fim da
sua trilha de tijolos amarelos. Assim como em ‘O Mégico de Oz’, ndo ha nenhum
magico no fim da trilha, assim como vocg, eu, Caio César, sou apenas um estu-
dante que alguns anos atras passei pelo que vocé estd passando, pelas coisas que
vocé estd estudando. Agora é hora de voar, tomar seu préprio caminho, escolher
alguma das referencias que seja de sua preferencia e atacar, debulhar questdo a
questdo, s6 assim o verdadeiro conhecimento sobre esses assuntos é possivel, a
pratica é sua melhor amiga.

Sempre que uma trilha de tijolos amarelos, uma outra trilha de outra cor pode
vir a iniciar, e essa ndo foi nem a primeira e nem serd a tltima vez na sua vida de
estudos que isso vird a acontecer. Por isso lhe dou aqui alguns concelhos finais,
que acabei aprendendo do jeito mais dificil, para que vocé ndo precisasse.

1. Estudar matematica queima fosfato! Vocé vai cansar, daqui em diante as
vezes serd comum Nndo conseguir resolver algumas questdes em um tnico dia,
levaréa dias para conseguir a solugdo, mas solucionar, serd uma mudanca de ares
em sua mente de uma forma que ela nunca mais voltara a ser a mesma.

2. Ensine! Por mais eu ja tivesse estudado todos esses assuntos deste mini-
curso, eu aprendi muito mais do que qualquer estudante que venha a ler essas no-
tas, no processo de producédo delas, procurando sempre a maneira mais simples
de se explicar o assunto sem que um tinico detalhe fundamental fosse deixado de
lado. O que me traz para minha tltima dica.

3. Faca amizades. Matemadtica é dificil sim. Porém a jornada se torna mais
leve quando se tem com quem compartilhar. Ensinem uns aos outros, preparem
mini aulas sobre os topicos que estiverem estudando. Uma boa amizade pode
impulsionar mais do que se espera.

Boa sorte ao longo de seus anos de estudo, agora como estudante de fisica.

"Oferego este trabalho como os
principios matemdticos da filosofia,
pois toda esséncia da filosofia parece
consistir isso-a partir de fendmenos de
movimento, investigar as for¢as da
natureza e entio, dessas forgas
demonstrar os outros fendmenos.

- Isaac Newton".
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Parte IV

Apéndices e Outros

7 APENDICE I: SIMBOLOS MATEMATICOS

| Simbolos | Significado Exemplo

- Implica que x=10£2=x=120ux =38
= Se e somente se t+0=0 <= t=0

3 Existe dxtq x?+2x+1=0

3! Existe um(a) tinico JIL = lim f(x)

€ Pertence a aecR

¢ Nao pertence a m¢gQ

C Subconjunto de RCC

i Nao é subconjunto de AZB

= Definido,Definigao ={Va € a=0}

= Equivale a, Equivaléncia

R~ Aproximadamente sin(0.01) =~ 0.01

— Tende a lim f(x)

X—Xp

+ Mais ou menos X — oo

v Para todo {Vx e R3(—x)|x+ (—x) =0}
l, 5, Tal que Dy = {xeR;x >1}

U Uniao AUB

N Interseccao QNI =
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8 APENDICE II: SOMAR O E MULTIPLICAR POR 1

Frequentemente na matemadtica e na fisica sdo encontradas algumas expressoes
que notavelmente podem ser reduzidas, expandidas ou simplificadas de alguma
forma, por fins praticos, algumas dessas expressdes serdo especiais, os chama-
dos produtos notaveis, e outras vezes serdo apenas técnicas espertas de como
simplificar suas equagdes, como somar 0 e multiplicar por 1.

Produtos Notaveis

As primeiras coisas primeiro. Tome a seguinte soma, (2 + 2)?, trivialmente é de
conhecimento que isso se tornaria 4> = 16, mas a0 mesmo objetivo, muitas vezes
existem vérios caminhos. Note como (2 +2)? = (2 +2)(2 +2) o que nos permite
pela propriedade distributiva multiplicar os termos entre parenteses.

(2+2?%=(2+2)2+2)=2-2+2-2+2-242-2 (8.0.1)

(2+42)2=(2+2)2+2)=22+22+224+22=16 (8.0.2)

Apesar do método, o resultado foi o mesmo, foi utilizado de um produto notavel
para que fosse alcancado o resultado, o quadrado da soma. Tome outro exemplo
como (3 + x)?

B+x)?=0B+x)B+x) (8.0.3)
(B+x)(3+x) =32 +3x+3x+x* = 3+ x)? (8.0.4)
B+x)?=x>+6x+9 (8.0.5)

E vélido agora definir um quadrado da soma da forma mais geral, dentro do
possivel.

Defini¢do 8.1. Quadrado da Soma: Sejam a,b # 0 tal que a,b € R, entdo o produto da
soma de a e b, é dado por:
(a+b)* = a* 4 2ab + b?

Exercicio:
Dado o produto da soma de dois ntimeros reais 4, b # 0 quaisquer, dé a inter-
pretacdo geométrica do quadrado da soma.

Porem este ndo é o tnico produto notavel existente, note o seguinte exemplo,
(4 — 2)%, novamente é de conhecimento que (4 — 2)? = 22 = 4, mas isto também
pode ser expandido da forma,

(4—2)2=(4-2)(4-2) (8.0.6)

(4-2)(4—-2)=4>-8-8422=16—-16+4=4 (8.0.7)
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Tome agora outro exemplo com uma pequena dose de abstragio, (2 — x)?

2-x)?=02-x)(2—x) (8.0.8)
(2—x)(2—x) =22 —2x — 2x(—x)? =4 — 4x + x? (8.0.9)
(2—x)2=x*—4x+4 (8.0.10)

Se torna valido, mais uma vez vir com outra defini¢do que imponha generali-
dade dentro do contexto trabalhado.

Definicao 8.2. Quadrado da Diferenca: Sejam a, b # 0 tal que a, b € R, entdo o produto
da diferenga de a e b, é dado por:

(a —b)* = a* —2ab +b*

Exercicio:
Dado o produto da diferenga de dois ntimeros reais a e b quaisquer, dé a in-
terpretagdo geométrica deste produto.

Tome um quadrado de lado 4, em que uma fracdo deste lado é b, em que o es-
quema da 4rea deste mesmo quadrado, é dada pela imagem abaixo:

Exercicio:
Seja o quadrado da imagem acima, calcule sua ared e defina o produto notavel
resulte deste cdlculo conhecido como produto da soma pela diferenca.
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Somar 0

Essa secdo e a seguinte, serdo curtas, pois se tratam de técnicas baseadas em
exemplos, porem de grande utilidade quando enfrentando problemas de Calculo
Diferencial e Integral e que virdo a ser de grande uso nos capitulos seguintes.

Veja uma situacéo a principio inofensiva, x> — 4x, por mais que essa expressao
possa ser fatorada, ainda é possivel reescreve-la para que ganhe uma forma mais
compacta, somando 0. Seria de bom agrado que essa expressdo tivesse um +4,
pois haveria possibilidade de compactar em um produto notavel, mas como nao
é matematicamente coerente simplesmente somar 4, entdo ao mesmo tempo que
é somado 4 é subtraido 4.

X2 —dx=x>—4x+4—4=x>—4x (8.0.11)
x> —dx+4—4=(x—-2)>—4 (8.0.12)

2 _ 2
x*—4dx=(x—-2)"—4 (8.0.13)

Multiplicar Por 1

Frequentemente a técnica de multiplicar por 1 é utilizada de uma maneira um
2
Nk
este \/ﬁ no denominador ndo é esteticamente agradavel, entdo é de bom gosto
de livrar dele de alguma forma, multiplicando por 1. Uma maneira seria mul-
tiplicando por v/2 para que o denominador se anulasse, mas novamente, seria
matematicamente ndo coerente, mas é permitido ao mesmo tempo que multipli-

cado por \/i, também seja dividido por \/i, como a divisao de qualquer ntiimero
por ele mesmo é 1, essencialmente se trata de uma multiplicagdo por 1.

tanto quanto inconsciente. Por exemplo, na situacdo da seguinte fragdo,

2 2
- 2.1 (8.0.14)
2 _ 2 V2
N AN (8.0.15)
2 \/E _ 2\/§ _ 2\/§ _
AT 2T V2 (8.0.16)
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